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Ajustements de fonctionnelles de Skyrme généralisées

Robin Jodon

La méthode de la fonctionnelle de la densité d'énergie (Energy Density
Functional, EDF) est une approche phénoménologique permettant de cal-
culer les propriétés élémentaires des noyaux atomiques (masses, dimensions
et formes) à l'approximation du champ moyen. Elle permet également d'ob-
tenir les spectres correspondants à certains états collectifs (vibrationnels et
rotationnels) en mettant en ÷uvre des calculs � au-delà � du champ moyen
(avec la méthode de la coordonnée génératrice (GCM) ou le mécanisme de
brisure/restauration de symétries). Cette méthode, applicable sur toute la
charte des noyaux hormis les plus légers, connait un regain d'intérêt avec le
développement de nouveaux faisceaux radioactifs tels SPIRAL2 au GANIL.
Des travaux récents ont montré qu'une description des étatscollectifs des
noyaux nécessitait la modi�cation et la généralisation desformes habituel-
lement utilisées pour la fonctionnelle de la densité d'énergie, notamment
avec la suppression de termes dépendants de la densité. Il a également été
montré que les fonctionnelles de Skyrme pouvaient conduireà des instabi-
lités et transitions de phases non physiques dans la matièrenucléaire et les
noyaux, en particulier lorsque le système est autorisé à briser des symétries.

Le but de ce travail de thèse a été d'achever la construction de la fonc-
tionnelle de Skyrme généralisée, initiée par J. Sadoudi (Constraints on
the nuclear energy density functional and new possible analytical forms.,
CEA Saclay, 2011), puis d'en ajuster les paramètres. Le terme dépendant
de la densité est remplacé par un potentiel d'interaction à 3et 4 corps
et la fonctionnelle associée est utilisée pour décrire le champ moyen et le
champ d'appariement. Il a été nécessaire de construire un nouveau proto-
cole d'ajustement a�n de contraindre les paramètres de cette fonctionnelle.
En particulier, l'ajustement est fait avec des contraintes sur les instabilités
précédemment mentionnées.

Parallèlement à la construction du protocole d'ajustement, l'utilisation
de techniques d'analyse covariante a permis, dans un premier temps, d'esti-
mer les erreurs statistiques associées à chaque paramètre ajusté et les barres
d'erreurs des observables calculées. Dans un second temps,nous avons étu-
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dié les corrélations existantes entre les di�érentes contraintes choisies dans
le protocole, ce qui a permis de mettre en évidence certains défauts de ces
nouvelles interactions généralisées.

En�n, dans un travail annexe, nous avons utilisé des méthodes semi-
classiques de type Thomas-Fermi modi�ées (MTF) a�n de dériver une for-
mule analytique permettant d'estimer la valeur du coe�cien t d'énergie de
surface d'une interaction de Skyrme généralisée. En réajustant les para-
mètres de la fonctionnelle SLy5 avec une contrainte sur ce coe�cient, nous
avons montré qu'il était fortement corrélé aux propriétés de �ssion des ac-
tinides. Nous aurons ainsi à notre disposition, grâce à cette estimation du
coe�cient d'énergie de surface, un outil simple à mettre en ÷uvre dans des
protocoles d'ajustements futurs qui permettra de contraindre les propriétés
de �ssion des noyaux.
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Introduction

La physique nucléaire est née à la suite de la découverte d'unnoyau atomique chargé
par Rutherford [1] en 1911. Quelques années plus tard, il identi�a le proton, mais il a fallu
attendre 1932 pour que Chadwick mette en évidence l'existence du neutron [2]. Une fois les
constituants du noyau identi�és, les physiciens ont alors commencé à proposer des modèles
théoriques pour décrire ses propriétés statiques et dynamiques. Il y a tout d'abord eu le modèle
de la goutte liquide [3] o�rant une description satisfaisante des masses et également capable
de donner une première interprétation à la �ssion des noyaux. Ensuite, la première approche
microscopique vit le jour : le modèle en couches [4]. C'est lepremier modèle à reposer sur
l'hypothèse de particules quantiques indépendantes. Il a permis l'interprétation des � nombres
magiques �. Cependant, le noyau étant considéré comme statique, le modèle en couches ne
pouvait pas reproduire les données expérimentales liées aux mouvements collectifs au sein
du noyau. Ensuite, des années cinquante à nos jours, des modèles utilisant des interactions
e�ectives (ou lagrangiens) ont été développés. On peut citer, par exemple, les interactions de
Skyrme [5], Gogny [6], les modèles de Walecka [7] et FSUGold [8].

Une description quantique du noyau est nécessaire à l'interprétation des nombreux phéno-
mènes rencontrés en physique nucléaire, mais une telle représentation réaliste et complète de
l'interaction entre les nucléons est impossible, et ce, pour plusieurs raisons : (i) la forme exacte
du potentiel nucléaire entre les nucléons n'est pas connue ;(ii) le noyau forme un système de
! particules en interaction or nous savons que la résolution exacte du problème à! corps
demeure impossible. Il faut donc, dans le cas général, utiliser des méthodes approchées a�n
de pouvoir le résoudre. Parmi elles, les méthodesab initio faisant appel à l'utilisation d'inter-
actions nucléon-nucléon (NN) nues sont très vite limitées théoriquement et numériquement à
cause du nombre important de nucléons dans le noyau. Par ailleurs, les méthodes de la phy-
sique statistique sont peu e�caces à cause des e�ets de taille �nie. Les théories reposant sur
l'utilisation d'une interaction e�ective dans le contexte de l'approximation du champ moyen
apparaissent alors comme des outils robustes permettant une description dans son ensemble
des propriétés nucléaires. Une interaction sera dite � e�ective � en opposition aux interactions
NN nues, construites à partir de déphasages mesurés sur des expériences de di�usions à deux
nucléons. Une interaction e�ective est, quant à elle, construite phénoménologiquement et, de
par sa structure simple, permettra de surmonter les di�cult és techniques liées à l'utilisation
d'un potentiel NN nu.

La méthode dite de la fonctionnelle de la densité d'énergie (EDF) est l'une de ces théories
e�ectives. Elle est également nommée � méthode du champ moyen auto-cohérent � [9] et peut,
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à la fois, être utilisée avec des interactions relativistesou non relativistes. Grâce à elle, les
propriétés statiques telles que l'énergie de liaison, le rayon des noyaux, peuvent être décrites
dans le cadre des approximations Hartree-Fock (HF) ou Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) [10].
Il en va de même pour les propriétés dynamiques du noyau commeles spectres d'excitations
collectives, la �ssion et la dynamique des collisions. Comme nous aurons l'occasion de le voir,
il est, toutefois, nécessaire d'aller au-delà de l'approximation du champ moyen pour obtenir
une description plus complète.

La force de Skyrme, citée précédemment, est actuellement parmi les potentiels e�ectifs
les plus utilisés. Ses paramètres sont ajustés une fois pourtoutes sur un ensemble de don-
nées expérimentales et de pseudo-données extrapolées de calculs réalistes ou extraites dans
des milieux idéaux [11]. Depuis les premiers calculs e�ectués par Vautherin et Brink [12], les
connaissances sur les propriétés et phénomènes nucléairesse sont éto�ées. En conséquence,
une véritable expertise a été acquise dans la construction de protocoles d'ajustement des
paramètres de l'interaction de Skyrme [13�18]. Cette expertise, combinée aux mesures expé-
rimentales de plus en plus �nes, a conduit à une améliorationnotable de la précision des
calculs avec la fonctionnelle.

La méthode EDF complète est formulée en deux étapes consistant à briser puis à restaurer
les symétries du hamiltonien nucléaire. Les calculs EDF peuvent être classés en deux familles :
(i) ceux e�ectués à l'approximation du champ du moyen, appelés calculssimple référence(SR-
EDF) et (ii) les calculs au-delà du champ moyen,multi-références (MR-EDF) fondés sur un
mélange de con�gurations. Au cours des dix dernières années, il a été montré que l'utilisation
des forces de Skyrme pour e�ectuer des calculs au-delà du champ moyen associés à des
techniques de restauration des symétries brisées [19�21] pouvait conduire à des résultats
non physiques. Les origines de ces pathologies sont multiples : (i) l'utilisation de pseudo-
potentiels avec une dépendance en densité et (ii) l'usage dedeux interactions di�érentes dans
le canal normal et le canal d'appariement. Certains auteursont proposé des techniques de
régularisation pour les calculs MR-EDF [22], mais elles ne sont utilisables que dans le cas
où la dépendance en densité de la fonctionnelle est entière.L'unique possibilité permettant
d'e�ectuer des calculs au-delà du champ moyen avec une interaction de Skyrme et d'obtenir
des résultats exempts de pathologies semble donc d'utiliser une fonctionnelle dérivant d'un
vrai potentiel d'interaction, identique pour le canal norm al et le canal d'appariement.

Durant sa thèse, J. Sadoudi [23] a construit un potentiel de Skyrme à 3 corps jusqu'à
l'ordre 2 en gradients et sa fonctionnelle correspondante en prenant en compte les corréla-
tions d'appariement. L'ajustement n'a été fait que pour la partie normale de la fonctionnelle.
Le sujet de cette thèse s'inscrit dans la continuité de ce travail. Plus précisément, nous avons
achevé la construction du potentiel de la fonctionnelle en ajoutant un potentiel à 4 corps de
contact [24]. L'objectif principal a été ensuite d'ajuster les paramètres de cette nouvelle inter-
action généralisée de Skyrme. La forme du potentiel ayant subi beaucoup de modi�cations,
nous avons e�ectué un travail d'analyse exploratoire sur une forme simpli�ée de l'interaction
contenant uniquement un terme de contact pour les couplagesà 3 et 4 corps. Cette force,
SLyMR0 [24], a servi de test pour valider les formules dérivées de la fonctionnelle, leur implé-
mentation dans les codes de simulation, mais également pourcomprendre le rôle que jouent
ces nouveaux termes d'interaction.

L'ajustement des paramètres d'une interaction dont la forme est complètement nouvelle
est un projet ambitieux. Il l'est d'autant plus lorsque l'on souhaite qu'elle soit en mesure de
décrire les corrélations d'appariement. De plus, suite à une série de travaux [25�29], initiée
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dans le travail de Lesinskiet al. [30], il a été montré qu'une grande partie des paramétrisations
de Skyrme présentes dans la littérature généraient à des instabilités dans les noyaux. Ces
instabilités sont également observées dans la matière nucléaire in�nie [29]. Cependant, grâce
à tous ces travaux, nous béné�cions d'outils de diagnostic e�caces permettant de construire
des forces sans instabilités.

Pour terminer, nous nous sommes penchés sur la question du pouvoir prédictif des inter-
actions de Skyrme. À l'aide d'outils simples [31], nous fournirons les paramétrisations des
nouvelles interactions avec des barres d'erreur sur les paramètres ajustés ainsi que sur les
observables de notre choix.

Ce manuscrit est composé de six chapitres. Les chapitres I etII sont introductifs et servent
à donner au lecteur une image globale de ce que sont les méthodes du champ moyen auto-
cohérent et à introduire les nouvelles interactions de Skyrme sur lesquelles porteront ce travail
de thèse. Le chapitre III donne une description complète et détaillée du protocole d'ajuste-
ment des paramètres de ces nouvelles forces. Le chapitre IV introduit brièvement les outils
d'analyse covariante utilisables dans le cadre d'un problème d'optimisation. Nous présente-
rons dans le chapitre V des travaux annexes sur les propriétés de surface de l'interaction de
Skyrme dans le cadre d'une approche semi-classique. Nous mettrons également en lumière les
corrélations entre ces propriétés de surface et celles de �ssion/déformation des noyaux lourds.
Nous terminerons dans le chapitre VI avec la présentation detous les résultats obtenus : de
l'obtention d'une paramétrisation à une étude préliminaire sur des calculs e�ectués sur des
noyaux sphériques en passant par une analyse de sensibilitédes paramètres de l'interaction.
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Théories de champ moyen et au-delà

Résumé : Cette première partie introductive contient tous les outils théoriques utiles à la
compréhension de ce manuscrit. Il y sera passé en revue quelques concepts fondamentaux en
physique nucléaire puis seront présentées les méthodes de champ moyen et au-delà appliquées
dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité d'énergie.
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1.1. Introduction générale

Le noyau est un milieu �ni constitué de A nucléons (" protons et ! neutrons). Les
nucléons sont des particules composites qui interagissententre ellesvia deux interactions fon-
damentales : l'interaction forte (QCD), intense et de courte portée, responsable de l'attraction
entre les nucléons ; l'interaction électromagnétique (QED), peu intense, mais de portée in�nie.
La compétition entre ces deux interactions est à l'origine de la limite de taille maximale des
noyaux et du mécanisme de �ssion. Les propriétés statiques du noyau, comme son spectre
quanti�é en énergie, le phénomène de super�uidité nucléaire, mais aussi ses propriétés dyna-
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miques, illustrées par des mouvements collectifs des nucléons, des réactions nucléaires, sont
autant de preuves de la nature complexe de cet objet. On peut le modéliser à l'aide d'ap-
proches microscopiques. Cependant, il est bien connu que larésolution exacte de l'équation de
Schrödinger d'un système àA corps, oùA ! 1, est impossible. Pour résoudre un tel problème,
il faudra faire appel à des modèles comme ceux fondés sur des théories e�ectives, combinés
aux méthodes de calculs à! corps reposant sur des approximations de type champ moyen que
sont les théories Hartree-Fock (HF) et Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) [10]. Ces dernières
n'étant pas toujours satisfaisantes pour décrire l'ensemble des noyaux existants, nous devrons
avoir recours à des techniques plus complexes dites � au-delà du champ moyen �, comme la
méthode de la coordonnée génératrice (GCM) [32�34] ou encore l'approximation des phases
aléatoires (RPA) [35�37]. Ces méthodes au-delà du champ moyen prennent en compte les
�uctuations du champ moyen, négligées aux approximations HF ou HFB, et donnent pas
conséquent accès à l'ensemble de la spectroscopie du noyau.

1.1.1. Position du problème

Une vision simpli�ée du noyau établit que les nucléons se meuvent sur des orbites dont les
énergies sont quanti�ées. Le spectre dépend de la profondeur du puits du potentiel nucléaire
et donc du nombre total de nucléons. Le remplissage des orbites donne une structure interne
unique à chaque noyau. L'ajout d'un nucléon peut alors provoquer un changement brutal
dans sa structure. À l'instar des cortèges électroniques des atomes, les niveaux d'énergies
du noyau sont hiérarchisés en couches. Lorsque sa dernière couche est fermée, le nombre de
neutrons/protons correspondant sera dit � magique � et le noyau sera plus fortement lié que
lorsqu'il possède une couche ouverte. Un noyau avec un nombre magique de protons ou de
neutrons sera dit � simplement magique �. Dans le cas où il possède un nombre magique pour
les deux espèces, il sera dit � doublement magique �.

En s'éloignant des cas magiques, les noyaux se déforment et prennent diverses formes :
oblate, prolate, triaxiale, pyriforme. . . Il est également capable d'entrer en rotation, de vibrer.
On observe des mouvements collectifs de nucléons, de grandes amplitudes dans les noyaux
� mous �, de plus faibles amplitudes dans les noyaux � rigides �. Les éléments instables pour-
ront se désintégrer, �ssionner.

L'étude des noyaux relève d'un véritable dé� : l'interaction entre les nucléons est trop forte
pour être traitée perturbativement comme on peut le faire enphysique atomique ou en QCD
lorsque le couplage entre les quarks est faible. Une autre particularité de la force nucléaire est
qu'elle n'est pas simplement à 2 corps, mais est composée d'une somme d'interactions à deux,
trois, quatre, . . . , ! corps. Il est ainsi nécéssaire de développer des techniquesde résolution
propres au problème à! corps nucléaire.

1.1.2. Première description du noyau : le modèle de la goutte liquide

Depuis l'avènement de la physique nucléaire dans les années30, une quantité notable de
modèles du noyau a vu le jour. Commençons par le modèle de la goutte liquide (LDM) [3],
qui malgré son ancienneté et sa simplicité, permet d'excellentes prédictions sur les masses
des noyaux. L'interprétation physique de ce modèle permet de bien comprendre les fonde-
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ments des propriétés de la matière nucléaire. C'est également le premier modèle à donner une
interprétation de la �ssion [38].

La goutte liquide est une approche semi-empirique interprétant le noyau comme une
sphère de liquide visqueux incompressible, composé de nucléons interagissantvia l'interaction
nucléaire et coulombienne (pour les protons). L'énergie deliaison totale dépend du nombre
de protons et neutrons" et ! :

B p!#" q " av A # as A " { ! # ac
" "

A#{!
# aI

p! $ " q"

A
$ $pAq# (1.1)

où lesax correspondent respectivement aux coe�cients d'énergie :

% de volume av ;

% de surfaceas ;

% coulombienneac ;

% de symétrie aI , sans laquelle la matière de neutron serait favorisée énergétiquement.

Le dernier terme$pAqfavorisera en énergie les noyaux à nombres pairs de neutronset protons
et pénalisera les autres cas possibles :

$pAq "

!
""#

""$

34A � ! {$ pour les noyaux pairs-pairs,

0 pour les noyaux pairs-impairs,

$ 34A � ! {$ pour les noyaux impairs-impairs.

(1.2)

Ce terme permet de prendre en compte les corrélations d'appariement. Les valeurs des coef-
�cients sont ajustées sur des masses mesurées [34]. Elles sont données, ci-dessous, en MeV :

av " $ 15#7 ; as " 18#6 ; ac " 0#7 ; aI " 28#1. (1.3)

Ce modèle, enrichi depuis, est encore utilisé aujourd'hui comme une formule de masses (voir
par exemple les travaux de G. Royer [39�41] dont les meilleurs résultats prédisent des masses
de noyaux avec une déviation standard%" 0#58 MeV [41]).

1.2. Approches microscopiques et problème à N corps nucléaire

1.2.1. Le problème à N corps nucléaire

On considère un système deA nucléons en interaction. Le hamiltonien nucléaire s'écrit:

&̂ "
A%

i � #

p̂"
i

2'
#

A%

i   j � #

v̂ij #
A%

i   j   k� #

v̂ijk # & & &# (1.4)

où le premier terme du hamiltonien est l'opérateur à 1 corps de l'énergie cinétique. Les termes
suivants correspondent respectivement aux opérateurs décrivant les interactions à 2, 3, . . . ,
A corps entre les nucléons. On cherche à résoudre l'équation aux valeurs propres suivante :

&̂ '( px##& & &#xA q! " ) '( px##& & &#xA q! # (1.5)
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où les nombresrx#, . . . , xA s représentent les degrés de liberté associés aux nucléons. Dans
le cas où l'on s'intéresse à un système dynamique, il faut résoudre l'équation de Schrödinger
dépendante du temps :

&̂ '( pt ; x##& & &#xA q! " i~
B
Bt

'( pt ; x##& & &#xA q! . (1.6)

La résolution analytique des équations (1.5) et (1.6) est impossible lorsqueA ( 2. De plus,
comme il a déjà été dit dans la partie 1.1.1, la forme exacte des interactions nucléairesvij # vijk #
. . . , n'est pas connue.

Il existe, entre autres, trois méthodes pour tenter de résoudre le problème à ! corps
nucléaire avec une interaction microscopique : les techniquesab initio , le modèle en couches
et les techniques basées sur la théorie du champ moyen et au-delà. Seules les méthodes
du champ moyen nous intéressent dans le cadre de ce travail. Nous ne ferons qu'évoquer
succinctement les deux autres.

1.2.2. Méthodes !" #$#%#&

Les méthodesab initio permettent une résolution numérique exacte de l'équation de Schrö-
dinger%a&. Elles sont basées sur l'hypothèse que le potentiel d'interaction entre les nucléons
est connu. Pour cela, on fait appel à des interactions NN nues. Parmi les plus utilisées, il y a :
les potentiels de Nijmegen I, II [42] ; CD-Bonn [43] ; ArgonneAV18 [44]. La fonction d'onde
du système possède la forme la plus générale possible et prend en compte les corrélations à
! corps entre les nucléons dans le milieu. En dépit de l'élégance qui caractérise ces calculs
exacts, les méthodesab initio sont victimes de deux limitations de taille :

% puisqu'elles sont très complexes, elles seront très rapidement limitées par le nombre de
particules dans le système. Aujourd'hui, il est envisageable d'e�ectuer des calculs jusqu'à
A ) 16 [45] ;

% la majorité des potentiels d'interaction � réalistes � ne pr ennent en compte que la contri-
bution à 2 corps de l'interaction, car, expérimentalement,il est impossible d'e�ectuer une
di�usion à plus de deux nucléons. Le manque de termes d'interaction à 3 corps dégradera
fortement les propriétés de saturation de la matière nucléaire et les résultats obtenus
seront très décevants. Il existe quelques forces nues incluant un terme d'interaction à 3
corps phénoménologique, par exemple, les potentiels d'Urbana [46].

1.2.3. Modèle en couches

Le modèle en couches [47,48] repose sur l'hypothèse que l'onpeut reproduire les propriétés
de basse énergie des noyaux en considérant uniquement quelques nucléons de valence situés
sur des orbites au-dessus d'un c÷ur inerte. Le nombre de couches de valence accessibles est un
paramètre du modèle et doit être limité. Les nucléons baignent alors dans un champ moyen
vpr q engendré par l'ensemble des constituants du système et interagissent entre eux par le
biais d'une interaction résiduelle* res . Généralement, le champ moyenvpr q sera modélisé par
un potentiel harmonique dont on connait les états et valeurspropres. L'interaction résiduelle,

!"#$ %& '()*+,- ./"01 '2 3,2"0//,- 3'+ 4,25*3'+ 3' 1,+*/620* & !" #$#%#&'+2 7"02 3"&+ /' .*61+ 3' J$8$ 9'1:'1
3*&&, '& ;< =>?@ A >"10+ BC$
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quant à elle, sera calculée ou ajustée a�n de décrire au mieuxles spectres des noyaux connus.
Le modèle en couches permet d'obtenir des résultats très précis sur la spectroscopie des noyaux
et fournit tous les états excités appartenant à l'espace engendré par l'espace de valence. Il
va de soi que le nombre de con�gurations excitées à déterminer devient très vite gigantesque
avec l'augmentation de la taille de l'espace de valence. Ceci explique pourquoi son domaine
d'application est limité à A * 100 ou aux noyaux au voisinage immédiat de couches fermées.

1.2.4. Approximations du champ moyen et au-delà

Une autre stratégie envisageable pour résoudre le problèmeà ! corps nucléaire est d'utili-
ser la théorie du champ moyen, applicable dans le cadre d'uneformulation hamiltonienne ou
avec la théorie de fonctionnelle de la densité d'énergie (EDF). Nous reviendrons plus tard sur
ce qu'est la théorie de la fonctionnelle de la densité. Dans ce qui suit, nous nous concentrerons
uniquement sur les di�érentes approximations du champ moyen et au-delà.

À l'inverse du modèle en couches, la théorie de champ moyen nedonne pas immédiatement
accès aux états excités du noyau. Pour obtenir un résultat précis, il faudra procéder par étapes,
correspondant chacune à un degré de ra�nement de plus en plusélevé. Le principal succès
de cette théorie est qu'elle permet de décrire l'ensemble des éléments de la charte des noyaux,
à l'exception des noyaux très légers (A * 20) pour lesquels l'approximation du champ moyen
est trop grossière. On peut également l'utiliser pour fairedes calculs sur d'hypothétiques
éléments super-lourds. Une autre qualité, qui l'oppose là aussi au modèle en couches, est que
tous les nucléons sont traités sur un pied d'égalité puisquel'on ne considère pas de c÷ur
inerte.

1.3. Les méthodes du champ moyen

Le noyau, dans le cadre de la théorie du champ moyen, est vu comme un ensemble de quasi-
particules se déplaçant indépendamment dans un champ moyenqu'elles créent collectivement.
Ces quasi-particules correspondent aux nucléons � habillés � de leurs interactions.

1.3.1. La théorie Hartree-Fock (HF)

Un zeste de formalisme

La fonction d'onde de l'état fondamental du noyau ( HF est recherchée sous la forme d'un
déterminant de Slater, construit à partir des fonctions d'ondes individuelles+� i des nucléons
considérés comme indépendants :

( HF px##& & &#xA q "
1

"
A!

det '+� ! px#q & & &+� A pxA q'# (1.7)

les variablesx i correspondent aux degrés de liberté des nucléons. Les fonctions d'ondes indi-
viduelles +� sont obtenues après l'application d'un principe variationnel visant à minimiser
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l'énergie totale du noyau :

) HF "
#( HF ' &̂ ' ( HF !

#( HF ' ( HF !
# (1.8)

où &̂ est un opérateur hamiltonien, &̂ " T̂ # *̂ . La minimisation nous conduit à un système
d'équations couplées non linéaires auto cohérentes, les équations de Hartree-Fock :

&
$

~"

2'
$ " # %HF r+� s

'
+� i " , � i +� i # (1.9)

où %HF le champ moyen, esta priori local et dépend des fonctions d'ondes individuelles. Ces
équations sont résolues numériquement, de façon itérative. Une fois la convergence atteinte,
les énergies et fonctions d'ondes individuelles, � , +� , le champ moyen%HF et l'énergie de
liaison totale HF ) HF seront déterminés.

Limitations de la théorie HF

Lorsque les couches d'un noyau ne sont pas fermées, l'énergie du niveau de Fermi des
nucléons , F , énergie du dernier état individuel occupé, est très prochede celle des premiers
états vides, p sur cette couche ouverte (voirF IG . 1.1). Il y aura de très fortes corrélations entre
l'état fondamental et les premières con�gurations particule-trou. Il sera donc nécessaire de
remplacer le déterminant de Slater par une fonction d'onde plus riche, capable de prendre en
compte ces corrélations. On ne pourra donc pas décrire correctement l'état fondamental des
noyaux non magiques ou simplement magiques avec une fonction d'onde de type Hartree-Fock.

, F

� ) 1-2 MeV

 !

 !

 !

 !  !

 !

 !

 !Trous

Particules

Noyau magique

 !

 !

 !

 !  !

 !

 !

 !

 !  !

 !  ! , F

Noyau non magique

FIG. 1.1 : Représentation schématique des états de particules et de trous dans le spectre HF d'un
noyau magique (gauche) et un non magique (droite). Dans le cas où le niveau de Fermi, F

se situe à la fermeture de couche, il existe un gap important entre celui-ci et l'énergie du
premier état individuel vide. Ce n'est pas le cas pour un noyaunon magique, les premières
con�gurations à une particule-un trou sont quasiment dégénérées avec l'état fondamental.
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1.3.2. La théorie Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB)

Pour décrire les noyaux à couches ouvertes, il faut prendre en compte les corrélations d'ap-
pariement. Parmi la multitude de preuves expérimentales mettant en évidence leur existence,
on peut citer :

% les oscillations d'énergie de liaison (ou de séparation d'un nucléon) entre les noyaux
pairs-pairs et pairs-impairs. Cette énergie pour un pair-impair sera toujours plus faible
que la moyenne des deux noyaux pairs-pairs les plus proches ;

% le défaut de moment d'inertie mesuré dans les noyaux en rotation par rapport au moment
d'inertie calculé à l'approximation HF ;

% les di�érences entre les barrières de �ssion des isotopes pairs et impairs de l'uranium [49].

Transformation de Bogoliubov générale

La prise en compte de ces corrélations d'appariement se faitgrâce à la théorie Hartree-
Fock-Bogoliubov dans laquelle on passe d'un état HF de particules indépendantes à un état
HFB de quasi-particules (état de paires corrélées), elles aussi indépendantes. Cet état HFB
est une généralisation des états BCS introduits par Bardeen, Cooper et Schrie�er [50] en
physique du solide. On dé�nit les opérateurs de création et annihilation de quasi-particules
fermioniques{ -̂ : #-̂ &. Ils peuvent être exprimés en fonction des créateurs et annihilateurs de
particules indépendantes{ â: #̂a& dans une base quelconque à l'aide d'une transformation de
Bogoliubov [10] :

(

) -̂

-̂ :

*

+ "

(

) / : * :

* T / T

*

+

(

) â

â:

*

+ " '

(

) â

â:

*

+ . (1.10)

La matrice de passage' respecte les relations d'anticommutation des opérateurs dans la
base des quasi-particules et la transformation doit être unitaire :

' 0" ' : " 0" # '' : " ' : ' " 1 # avec 0" "

(

) 0 1

1 0

*

+ . (1.11)

Du fait des règles de commutations fermioniques des opérateurs de quasi-particules{ -̂ : #-̂ &,
on peut déduire quatre relations entre les vecteurs/ et * :

%

i

/ m�
i / n

i # * m�
i * n

i " $mn #
%

m
/ m�

i / m
j # * m�

i * m
j " $ij # (1.12a)

%

i

/ m
i / n

i # * m
i * n

i " 0#
%

m
/ m

i / m
j # * m

i * m
j " 0# (1.12b)

Vide de quasi-particules

L'état fondamental HFB '� ' ! , correspondant au vide d'excitations, est dé�ni par :

-̂ i ' � ' ! " 0# + i . (1.13)
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Nous allons voir dans la partie qui suit que le vide est composé d'une superposition d'états à
! , 21 particules où ! - 0. Par conséquent, la théorie HFB brise la symétrie/ p1q associée
au nombre de particules. Ce dernier ne sera pas une quantité conservée dans le système.

Base canonique

Le théorème de Bloch-Messiah, donné en annexe de [34], stipule qu'il est possible de
décomposer la matrice' selon :

' "

(

) D 0

0 D �

*

+

(

)
�/ �*
�* �/

*

+

(

) 2 0

0 2 �

*

+ . (1.14)

La transformation unitaire D permet de passer de la base initiale des particules{ â: #̂a& vers
une nouvelle base appeléebase canonique, caractérisée par les opérateurs{ ĉ: #̂c&. On e�ectue
une transformation de Bogoliubov particulière :

3̂ :
p " upĉ:

p $ vpĉ(p # (1.15a)

3̂ :
(p " upĉ:

(p # vpĉp # (1.15b)

(1.15c)

qui permet de distinguer les états appariés (upvp ( 0 ), des états occupés (vi " 1 et ui " 0)
ou vides (vm " 0 et um " 1) :

3̂ :
i " ĉi # 3̂ :

m " ĉ:
m # (1.16a)

3̂ i " ĉ:
i # 3̂m " ĉm . (1.16b)

Les matrices �/ et �* sont dé�nies par :

�/ "

(

) u 0

0 u

*

+ # �* "

(

) 0 v

$ v 0

*

+ . (1.17)

C'est une transformation vers une base de quasi-particules{ -̂ : #-̂ &. Cette transformation peut
être quelconque sans que cela a�ecte la validité du théorèmede Bloch-Messiah. Néanmoins,
nous allons voir dans la partie 1.3.2 que l'on peut faire un choix judicieux a�n de construire
une base de quasi-particules dans laquelle la matrice du champ particules-trous h (1.32b)
sera diagonale. Ce théorème permet de voir que la transformation de Bogoliubov peut tou-
jours s'exprimer comme une transformation BCS dans la base canonique, obtenue par la
transformation D. Dans cette base, le vide de quasi-particules s'exprime alors :

' � ' ! "
,

p

-
up # vpĉ:

pĉ:
(p

.
'$ ! # (1.18)

où cette fois '$ ! coïncide avec le vide de particules. L'opérateur
/
up # vpĉ:

pĉ:
(p
0

est un créateur
de paires de Cooper de la théorie BCS. L'état fondamental HFBest aussi un déterminant de
Slater, la prise en compte des corrélations d'appariement reste donc une approximation de
type champ moyen.
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Densité normale et tenseur d'appariement

Une fois le vide de notre théorie connu, on peut dé�nir la matrice densité du système :

4ij " #� ' ' â:
j âi ' � ' ! "

%

m
* m�

i * m
j . (1.19)

La densité 4 est une observable, elle est donc hermitienne, soit :4: " 4.

La trace de la matrice densité correspond au nombre total de particules qu'il contient :

! " Tr r4s "
%

im

* m�
i * m

i . (1.20)

La norme du vecteur * i donne la contribution des quasi-particules au nombre totalde par-
ticules ! dans le système. Lorsque'* i ' " ( 1. 2, c'est un état de trou et lorsque'* i ' " / 1. 2
c'est un état de particule, en moyenne.

L'énergie moyenne#� ' &̂ ' � ! ne s'exprime plus uniquement en fonction de la densité,
comme c'est le cas dans la théorie HF, mais fait également intervenir une nouvelle quantité,
le tenseur d'appariement :

5ij " #� ' ' âj âi ' � ' ! "
%

m
* m�

i / m
j . (1.21)

On peut l'interpréter comme un paramètre d'ordre indiquant la quantité d'appariement dans
le milieu. Il est di�érent de zéro lorsque les états sont des superpositions à nombre de particules
di�érents causées par le mélange des particules et des trousinduit par la transformation de
Bogoliubov. Ce tenseur est antisymétrique5: " $ 5� .

On peut également dé�nir une matrice densité généralisée( caractérisant entièrement le
vide HFB. Elle réunit la densité normale et le tenseur d'appariement. Elle est dé�nie à l'aide
des créateurs et annihilateurs de quasi-particules de Bogoliubov :

( ij " #� ' ' 3̂ :
j 3̂ i ' � ' ! # (1.22)

avec :

( "

(

) 4 5

$ 5� 1 $ 4�

*

+ "

(

) * � * t * � / t

/ � * t / � / t

*

+ . (1.23)

À l'approximation du champ du moyen, les quasi-particules sont indépendantes. Dans ce cas
toutes les matrices densités sont idempotentes et hermitiennes. On a donc :

( " " ( # ( : " ( . (1.24)

Conservation du nombre de particules

D'après l'expression du vide d'excitations'� ' ! dans la base canonique (1.18), on constate
deux choses marquantes : (i) ce vide est similaire à un état BCS [50] avec des nucléons
appariés ; (ii) il correspond à une superposition d'états avec des nombres de particules pairs
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di�érents. On aura alors un vide HFB composé d'états à 0, 2,. .., 2! particules. La théorie
HFB brise donc la symétrie / p1q reliée à la conservation du nombre de particules. Il est
néanmoins possible d'imposer la conservation du nombre moyen de particules dans le système
en ajoutant des contraintes à l'aide de multiplicateurs de Lagrange associés aux nombres
moyens de protons et neutrons dans le système :

�̂& " &̂ $ 6p"̂ $ 6n ^! . (1.25)

L'énergie à minimiser est renormalisée et devient alors :

�) " ) $ 6p" $ 6n ! . (1.26)

6p et 6n sont les multiplicateurs de Lagrange correspondant respectivement aux potentiels
chimiques des neutrons et protons :

6p "
$)
$"

# 6n "
$)
$!

. (1.27)

Le seul moyen existant pour restaurer cette symétrie dans lesystème sera de projeter les
fonctions d'ondes HFB sur le bon nombre de particules [51,52].

Équations HFB

Soit un Hamiltonien comportant un terme d'énergie cinétique et un terme quelconque
d'interaction à 2 corps :

&̂ " T̂ # *̂ #

"
%

ij

t ij ĉ:
i ĉj #

1
4

%

ijk`

�vijk` ĉ:
i c

:
j c`ck # (1.28)

avec �vijk` , les éléments de matrice de l'interaction NN antisymétrisée :

�vijk` " #i7' *̂ 'k8! $ #i7' *̂ '8k! . (1.29)

Pour un état HFB '� ! donné, l'énergie moyenne) HFB de cette con�guration sera donnée
par :

) HFB " #� ' &̂ ' � ! "
%

ij

t ij 4j i #
1
2

%

ijk`

�vijk`

1
4ki 4`j #

1
2

5�
ij 5k`

2
# (1.30)

où le terme en5� 5 sera la contribution à l'énergie des corrélations d'appariement. Dans la
limite où l'appariement est nul, on retrouve l'énergie moyenne de la théorie HF.

On minimise l'énergie ) HFB de la même manière que pour HF, en utilisant un principe
variationnel. Cependant, comme nous l'avons déjà dit dans la partie 1.3.2, la transformation
de Bogoliubov mélange une in�nité d'états avec des nombres de particules di�érents. Il faut
donc minimiser l'énergie �) HFB obtenue en contraignant la conservation du nombre moyen de
protons et neutrons (voir EQ. (1.26)). On obtient alors les équations HFB qui s'écriventsous
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forme matricielle :
(

) h $ 6 �

$ � � $ h� # 6

*

+

(

) / k

* k

*

+ " ) k

(

) / k

* k

*

+ # (1.31a)

(

) h $ 6 �

$ � � $ h� # 6

*

+

(

) / �
k

* �
k

*

+ " $ ) k

(

) / �
k

* �
k

*

+ # (1.31b)

où h est le champ particule-trou (champ HF) et � le champ d'appari ement dont les éléments
de matrices sont dé�nis par :

hik "
$ �)
$4ki

" h�
ki # (1.32a)

� ij "
$ �)
$5�

ji
" $ � j i # (1.32b)

ce qui donne pour une force à deux corps ne dépendant pas de la densité, d'après la dé�nition
du Hamiltonien nucléaire (1.28) :

hik " t ik #
%

j`

�vijk` 4`j # (1.33a)

� ij " $
1
2

%

k`

�vijk` 5k` . (1.33b)

Les deux équations matricielles (1.31) sont équivalentes.Dobaczewskiet al. [53] ont montré
que la résolution de (1.31a) pour des quasi-particules d'énergie ) k ( 0, en utilisant les
propriétés de symétries des matrices densités, su�sait à résoudre complètement le problème
HFB.

Pour conclure, la théorie HFB permet d'améliorer la fonction d'onde approchant l'état
fondamental dans les noyaux non magiques grâce à la prise en compte des corrélations d'ap-
pariement. Comme on peut le voir schématiquement sur la �gure 1.2, on régénère un gap
au-dessus du niveau de Fermi à l'instar de celui observé dansles noyaux magiques à l'ap-
proximation HF par le biais d'une transformation de Bogoliubov (voir F IG . 1.1).

1.3.3. Champ moyen avec contraintes sur la déformation (CHF )

A�n d'explorer les propriétés de déformation des noyaux, nous pouvons faire appel à des
calculs de champ moyen avec une contrainte sur la déformation que l'on souhaite étudier.
Les ingrédients de base restent les mêmes que pour un calcul HF/HFB. Il su�t d'ajouter au
hamiltonien &̂ des � champs extérieurs � 9̂ j servant à contraindre la déformation souhaitée
pour le noyau. On obtient alors le Routhien suivant :

&̂ contr " &̂ #
1
2

%

j

6j
/
9̂ j $ 9 p' q

j
0" # (1.34)
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FIG. 1.2 : Représentation schématique du spectre d'un noyau non magique traité avec la théorie HF
(gauche) et avec HFB (droite). On voit qu'avec HFB, nous n'avons plus à faire avec des
particules et des trous (cercles blancs), mais à des quasi-particules et quasi-trous (cercles
avec une croix noire). Un gap entre les états de quasi-trous et quasi-particules est généré
via la transformation de Bogoliubov.

où les{ 6j &, { 9̂ j &correspondent respectivement aux multiplicateurs de Lagrange et opérateurs

de déformation agissant sur la fonction d'onde du système.9 p' q
j correspond aux valeurs

contraintes pour chaque coordonnée collective. L'expression de l'énergie du Routhien prend
la forme suivante :

) contr " ) $
1
2

%

j

6j #� ' '
/
9̂ j $ 9 p' q

j
0" ' � ' ! . (1.35)

En minimisant cette nouvelle fonctionnelle) contr , nous accéderons aux énergies du noyau hors
de son état d'équilibre. En explorant un ensemble de déformations suivant un paramètre 9 p' q

j ,
nous obtiendrons des courbes d'énergie potentielle. Nous constaterons alors souvent que l'état
sphérique n'est pas la con�guration minimisant l'énergie du noyau ce qui signi�era que le
noyau est déformé dans son état fondamental. On pourra aussitrouver plusieurs minima
locaux correspondant à di�érents états déformés ou super-déformés. Dans le cas où cesminima
possèdent des énergies proches, les corrélations de l'étatfondamental seront capables de
coupler ces di�érentes con�gurations. Le choix des opérateurs de coordonnées collectives
9̂ j doit être judicieusement e�ectué. La �gure 1.3 illustre une surface d'énergie potentielle
calculée suivant les paramètres de déformation quadrupolaire 9 "' et octupolaire 9 !' du
Plomb #)$ Pb. En fonction des résultats obtenus à l'aide de ces calculsavec contraintes, nous
classi�erons les noyaux en deux catégories : les noyaux � mous � et les noyaux � rigides �. Le
critère de sélection se fera sur la valeur du rapport de recouvrement des fonctions d'ondes
d'états pris pour des paramètres de déformation voisins.

Noyaux rigides : ils sont di�cilement déformables. Leurs modes collectifs de vibration se
situent généralement à des énergies supérieures à celles des premières excitations particule-
trou. Le couplage induit par ces e�ets collectifs peut être négligé et l'on pourra se satisfaire
d'un calcul CHFB. Sur la �gure 1.4, les courbes d'énergie potentielle des noyaux de"' Mg et
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FIG. 1.3 : Surface d'énergie potentielle en fonction des paramètres de déformation quadrupolaire
9 20 et octupolaire 9 30 calculées avec la fonctionnelle SkM� [54] pour un noyau de194Pb.
Figure tirée de l'article [55].

FIG. 1.4 : Énergie en fonction du moment quadrupolaire9 20 pour des isotopes du magnésium. L'éner-
gie de l'état fondamental est prise comme zéro d'origine. Ces �gures sont tirées de l'article
de Terasakiet al. [56].
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"$ Mg montre un minimum d'énergie très distinct, au fond d'un � p uits étroit �. Ces noyaux
sont rigides et les corrélations du fondamental y seront ainsi peu importantes.

Noyaux mous : ils sont, par dé�nition, facilement déformables. Leurs énergies de vibrations
sont bien inférieures à leurs premières excitations particules-trous. Dans ce cas, la prise en
compte des e�ets collectifs est nécéssaire. L'isotope 34 dumagnésium est un bon exemple de
noyau mou (cf. F IG . 1.4). Dans ce cas, on constate que le puits formé possède un large � fond
plat � dans lequel les mélanges d'états seront nombreux.

1.4. Au-delà du champ moyen

Jusqu'ici, les deux approches de champ moyen que nous avons étudiées reposent sur
l'application d'un principe variationnel avec comme états initiaux :

% Un déterminant de Slater '( HF ! pour la théorie HF ;

% Un état BCS '� ' ! pour la théorie HFB qui est également un déterminant de Slater.

Les états �naux obtenus, solutions de la minimisation de l'énergie totale, sont des approxi-
mations du � véritable � état fondamental du système. Or '( HF ! et ' � ' ! sont seulement états
propres du hamiltonien e�ectif &̂ utilisé.

1.4.1. L'interaction résiduelle

L'interaction résiduelle, *̂ res, contient tous les termes de couplages négligés dans les dif-
férents hamiltoniens e�ectifs &̂ utilisés pour résoudre le problème à! corps. Son contenu
est non univoque et la hiérarchie d'approximations utilisées dans les di�érentes théories de
champ moyen consiste à minimiser l'importance dê* res.

Les calculs prenant en compte des corrélations supplémentaires à celles d'appariement,
traitées avec HFB, seront considérés comme des calculs allant � au-delà � du champ moyen.
La question qui se pose à nous est de savoir si négliger l'interaction résiduelle comme on le
fait à l'approximation HFB est une bonne ou mauvaise approximation. Malheureusement, la
réponse n'est pas catégorique et dépendra du noyau à étudier.

1.4.2. Modes collectifs dans les noyaux

En général, l'unique prise en compte des corrélations d'appariement n'est pas su�sante
pour rendre le rôle de l'interaction résiduelle négligeable. Il existe, par exemple, des modes
d'excitations collectives qui ne peuvent pas être décrits en considérant le champ moyen sta-
tique comme c'est le cas dans les théories HF ou HFB. En prenant en compte la partie de
l'interaction résiduelle responsable des excitations collectives, *̂ coll , on autorisera le champ
moyen à osciller. Ces oscillations seront également présentes dans la fonction d'onde du fon-
damental et qui seront à l'origine des corrélations dans l'état fondamental.
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1.4.3. La GCM dans un mouchoir de poche

La méthode de la coordonnée génératrice (GCM) [33] est une technique de calcul allant
au-delà de l'approximation du champ moyen. Elle est basée sur le mélange de di�érentes
con�gurations pour décrire l'état fondamental d'un noyau, ce qui est particulièrement adapté
pour la description des noyaux mous. Les ingrédients de basepour appliquer cette méthode
sont au nombre de deux :

% un ensemble de fonctions d'ondes à! corps{ ' � p: q!& déterminées, pour une ou plusieurs
coordonnées collectives{ : &;

% un hamiltonien &̂ . On choisit le même que celui utilisé pour déterminer l'ensemble de
fonctions d'ondes cité ci-dessus.

On peut, par exemple, utiliser des calculs CHF pour construire l'ensemble des fonctions
d'ondes { ' � p: q!&. Dans ce cas, les coordonnées collectives les plus simples àchoisir pour
contraindre les calculs CHF sont les moments quadru- et octupolaires.

Le mélange des con�gurations consiste à envisager l'état fondamental ' �� k ! comme un
mélange de tous les'� p: q! , états propres du hamiltonien &̂ (HF ou HFB) pris pour une
valeur d'un ensemble de coordonnées collectives: donné. On e�ectue alors un calculmulti-
références(MR-EDF). Par opposition, les calculs HF, HFB, CHF seront di ts simple-référence
(SR-EDF). La fonction d'essai pour l'état fondamental GCM est donnée par :

' �� k ! "
3

d: ; kp: q '� p: q! # (1.36)

où ; kp: q est la distribution pondérant la contribution de chaque fonction d'onde HFB '� p: q!
au mélange de con�gurations. En ce sens,' �� k ! n'est plus un déterminant de Slater justi-
�ant l'appellation � au-delà � du champ moyen. A�n de constru ire cette fonction d'onde �� k ,
nous appliquerons un principe variationnel sur l'énergie totale du système avec; kp: q comme
inconnue à déterminer. La fonctionnelle) k r �� s s'écrit :

) k r �� s "
#�� k ' &̂ ' �� k !

#�� k ' �� k !
"

3
d: # d: " ; �

k p: " q; kp: #q
#� p: " q'&̂ ' � p: #q!

#� p: " q'� p: #q!
. (1.37)

La minimisation de cette énergie moyenne) k conduit alors à l'équation de Hill-Wheeler [32] :
3

d: # ; p: #q#� p: " q'&̂ $ ) k ' � p: #q! " 0. (1.38)

Les fonctions d'ondes HFB servant à construire l'ensemble d'états fondamentaux '� p: q!
n'étant pas états propres des opérateurs du nombre de protons "̂ et neutrons ^! , la solu-
tion de l'équation de Hill-Wheeler (1.38) ne le sera pas également. Les états HFB d'énergie
) *ef sont construits avec une contrainte sur le nombre moyen de particules. Malgré cela, rien
ne garantit que l'état GCM dé�ni EQ. (1.36) aura le bon nombre moyen de particules. L'éner-
gie de liaison augmentant avec le nombre moyen de particules, la condition de stationnarité
associée au principe variationnel conduisant à l'équationde Hill-Wheeler sera satisfaite avec
un nombre moyen de particules plus grand que les nombres respectifs aux états HFB, in-
grédients du mélange de con�guration. Il faudra une secondefois contraindre les nombres
moyens de particules lors de la minimisation de l'énergie) k [9].
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Conclusion sur la GCM

La résolution de (1.38) donne accès aux fonctions d'ondes GCM caractérisant les états du
noyau (1.36). Le choix des coordonnées collectives à contraindre pour les calculs CHF doit être
judicieux. On peut généraliser l'équation de Hill-Wheeleren prenant plusieurs coordonnées
collectives di�érentes, représentant des axes de déformations di�érents (déformation axiale,
quadrupolaire, triaxiale. . . ). Cependant, chaque degré deliberté supplémentaire impliquera
une augmentation non négligeable du temps de calcul pour déterminer les éléments de matrice
présents dans l'EQ. (1.37).



II
Interactions & fonctionnelles de Skyrme

Résumé :Pour terminer la description des outils utilisés en structure nucléaire théorique, nous
allons présenter l'interaction de Skyrme en passant en revue rapide son historique depuis sa
première utilisation en 1972 [12] jusqu'au développement d'une nouvelle génération d'inter-
actions généralisées incluant des termes d'interaction à 3et 4 corps [23,24,57] � interactions
dont nous chercherons à ajuster les paramètres.
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2.1. Interaction de Skyrme standard

La force de Skyrme [5] est un modèle d'interaction e�ective servant à décrire l'interaction
entre les nucléons dans les milieux nucléaires. Elle est de portée nulle et dépend des vitesses
relatives des nucléons. Dans sa forme la plus utilisée jusqu'à aujourd'hui, elle dépend de la
densité du milieu comme on peut le voir dans le travail original de Vautherin et Brink [12],
dans les forces SIII [13] ou encore SLy5 [14].

17
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2.1.1. Dé�nition

Dans sa forme standard, lepseudo-potentielvSk d'interaction entre deux nucléons s'écrit :

vSkpr #" q " t ' p̂1" # x ' <̂ �
#" q̂$r

#" (2.1a)

# #
" t# p̂1" # x#<̂ �

#" qp̂k
: "
#" $̂r

#" # $̂r
#" k̂

"
#" q (2.1b)

# t " p̂1" # x" <̂ �
#" q̂k

:
#" $̂r

#" &̂k#" (2.1c)

# #
+t ! p̂1" # x ! <̂ �

#" q4�
' p" q̂$r

#" (2.1d)

# i= �̂ & p̂k
:
#" 0 $̂r

#" k̂ #" q. (2.1e)

avec les dé�nitions suivantes :

r " r # $ r " # " " #
" pr # # r " q# (2.2a)

$̂r
ij " $̂pr i $ r j q# �̂ " �̂ # # �̂ " # (2.2b)

k̂ ij " $ i
" pr̂ r i $ r̂ r j q# <̂ �

ij " #
" p̂1" # �̂ i &�̂ j q# (2.2c)

où l'opérateur k̂ ij agit sur les coordonnées spatiales de la fonction d'onde desnucléons

et k̂
:
ij sur la fonction d'onde conjuguée. (2.1a) est le terme central, (2.1b) et (2.1c) simulent

la non-localité de l'interaction par le biais d'une dépendance en vitesses, (2.1d) contrôle
l'intensité de la dépendance en densité paramétrisée par3 et en�n (2.1e) correspond au
terme de couplage spin-orbite. Un � pseudo-potentiel� se distingue d'un potentiel par sa
dépendance en vitesse. Dans le cas de l'interaction de Skyrme, on a donc un pseudo-potentiel
dépendant de la densité.

Dans sa forme standard,vSk dépend de dix paramètres, mais il peut également conte-
nir : (i) des termes d'interaction tensoriels comme la sériede forces TI0 [16, 58] ; (ii) des
dépendances en densité supplémentaires [59] ; (iii) des termes dépendants des dérivées jus-
qu'aux ordres quatre [60, 61] et six [61] ; (iv) plusieurs couplages spin-orbites [62]. L'usage
d'une interaction de portée nulle permet d'alléger considérablement les calculs analytiques et
numériques. L'énergie moyenne du système étudié prendra alors la forme d'une intégrale sur
r d'une densité d'énergie) Skpr q et le potentiel %HF sera local.

2.1.2. Fonctionnelle de Skyrme standard

L'énergie moyenne d'interaction, ) Sk, peut se calculer sur des états HFB ou HF selon si
l'on souhaite ou non prendre en compte les corrélations d'appariement :

) Skr4#5s " #+'vSk'+! "
3

d! r ) Skpr q# (2.3)

où '+! est un déterminant de Slater. ) Sk est appelée fonctionnelle de la densité d'énergie de
Skyrme. On décompose généralement la densité d'énergie en deux contributions, la partie
normale dépendant de la densité de nucléons4 (cf. EQ. (1.20)) et la partie d'appariement
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dépendant du tenseur d'appariement5 dont les composantes sont dé�niesEQ. (1.21) :

) Sk " ) ��
Sk # ) ��

Sk . (2.4)

Densités de la fonctionnelle

La fonctionnelle de la densité d'énergie s'exprime en fonction de densités et courants
locaux dérivants de la matrice densité :

4px## x" q " #+'â:
x !

âx " '+! # (2.5)

où x i " p r i # %i # :i q sont les trois degrés de liberté d'espace, de spin et d'isospin associés aux
nucléons. Les courants, étant impairs par renversement du temps, seront toujours nuls dans
les systèmes étudiés durant ce travail. De plus, nous ne considérons que des états purs de
neutrons et protons. Dans ce cas, la matrice densité générale devient diagonale dans l'espace
d'isospin :

4pr #%#: ##r " %" : " q 1 4qpr #%##r " %" q$q! q" # (2.6)

et peut se décomposer en une partie scalaire (densité de nucléons) et vecteur (densité de
spins) [63] :

4qpr #%##r " %" q " #
" 4qpr ##r " q$� ! � " # #

" sqpr ##r " q &#%#' �̂ '%" ! . (2.7)

avec :

4qpr ##r " q "
%

�
4qpr #%#r " %q# (2.8a)

sqpr ##r " q "
%

� ! ;� "

4qpr #%##r " %" q &#%" ' �̂ '%#! . (2.8b)

Les densités de la fonctionnelle font intervenir des dérivées jusqu'à l'ordre deux%a&par
rapport à r # et r " . Les densités locales, pour une fonctionnelle standard de Skyrme, paires
par renversement du temps sont au nombre de trois :

4qpr q " 4qpr ##r " q'r ! � r " # (2.9a)

>qpr q " r r ! .r r " 4qpr ##r " q'r ! � r " # (2.9b)

0q;�� pr q " $ i
" p$ r ! ;� $ $ r " ;� q?q;� pr ##r " q'r ! � r " # (2.9c)

qui correspondent respectivement à la densité locale de nucléon 4qpr q, la densité cinétique
>qpr q et au tenseur densité de spin-orbiteJqpr q.

On peut décomposer les tenseurs de rang 2 en trois contributions, celle d'un pseudo-
scalaire, d'un vecteur et d'un pseudo-tenseur d'ordre deuxsymétrique et de trace nulle :

0�� pr q "
1
3

$�� 0p' qpr q #
1
2

%

�
@��� 0p#q

� pr q # 0p" q
�� pr q# (2.10)

!"#$ "6++0 "))'/, =FG )*61 3 $-4%5%&50-!,#$/ &(,-( 63"&+ /" /022,1"261' !HI# $
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où @��� est le tenseur de Levi-Civita. Les pseudo-scalaires, vecteurs et pseudo-tenseurs sont
donnés par :

0p' qpr q "
%

�

0�� pr q# (2.11a)

0p#q
� pr q "

%

��
, ��� 0�� pr q# (2.11b)

0p" q
�� pr q "

1
2

4
0�� pr q # 0�� pr q

5
$

1
3

$��
%

�

0�� pr q. (2.11c)

Dans un système caractérisé par une symétrie sphérique, lespseudo-tenseurs de tout ordre
sont nuls compte tenu de leur parité associée aux transformations dans l'espace [63]. De plus,
l'invariance par rotation impose aux densités de ne dépendre que de la coordonnée radialer .
Compte tenu de la décompositionEQ. (2.10), le tenseur densité de spin-orbite s'écrit dans un
système à symétrie sphérique :

J p#qpr q " 0pr qer . (2.12)

Dans la matière semi-in�nie, caractérisée par une invariance par translation suivant deux
axes de l'espace des coordonnées (par exemplex et C) et une symétrie cylindrique, il est
possible de montrer que le tenseurJqpr q n'admet que deux composantes non nulles [63, 64]
telles que :

0xy " $ 0yx . (2.13)

Une démonstration est donnée dans l'annexe B. Du fait de l'invariance par translation dans
le plan px#Cq, les densités ne dépendent que deE. On aura cette fois :

J p#qpEq " 0pEqez . (2.14)

Densités locales dans le canal d'appariement

Il est utile de dé�nir une nouvelle quantité, associée au tenseur d'appariementEQ. (1.21),
que l'on nomme densité anormale. En se restreignant à des systèmes pairs par renversement
du temps, cette dernière sera hermitienne et paire par renversement du temps [53]. La densité
anormale ~4 est reliée au tenseur d'appariement par une simple phase :

~4qpr #%##r " %" q " $ 2%" 5qpr #%##r " $ %" q. (2.15)

Finalement, avec cette redé�nition, les densités non nulles dans la densité d'énergie d'appa-
riement sont similaires à celles du canal normal :

~4qpr q " ~4qpr ##r " q'r ! � r " # (2.16a)

~>qpr q " r r ! .r r " ~4qpr ##r " q'r ! � r " # (2.16b)
~0q;�� pr q " $ i

" p$ r ! ;� $ $ r " ;� q~?q;� pr ##r " q'r ! � r " # (2.16c)
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Représentation isoscalaire-isovectorielle

On adopte généralement, pour exprimer la densité d'énergienormale ) ��
Sk , un formalisme

particulier distinguant les densités isoscalaires des densités isovectorielles. Cette notation
étant plus adaptée, compacte et � symétrique � que la réprésentation proton/neutron, nous
l'adopterons pour la partie normale) ��

Sk . Les densités isoscalaires et isovectorielles sont dé�nies
par :

4' " 4n # 4p (2.17a)

4# " 4n $ 4p . (2.17b)

La densité d'énergie d'appariement) ��
Sk sera, quant à elle, exprimée dans le formalisme

proton/neutron puisque l'appariement n'est considéré quedans le canalF " 0# T" 1 (seuls
les nucléons de même espèce s'apparient).

Densité d'énergie de Skyrme

Nous donnons l'expression de la densité d'énergie) Sk contenant uniquement des termes
pairs par renversement du temps. Les termes dépendants deJqpr qsont exprimés et simpli�és
en fonction des symétries imposées au système (symétrie sphérique ou cylindrique). Dans ces
deux cas de symétries, on a :

) ��
Sk "

%

t � ' ;#

6
A �

t 4t 4t # A �;�
t 4t 4t # A �

t 4t >t # A r �
t r 4t &r 4t # #

" AJ
t J t &J t # A r J

t r J t &4t
7

#

(2.18)

où l'origine du facteur #." devant le terme enJ "
t est justi�ée par l'expression EQ. (2.10). Les

constantes de couplage de la fonctionnelleAy
t sont des combinaisons des neuf paramètres

(t i , x i , = ' ) de l'interaction de Skyrme. Les constantesA �;�
t contiennent une dépendance en

densité contrôlée par le 10,me paramètre 3. Les expressions des constantes de couplageAy
t

sont fournies dans leT AB . 1.2. La partie anormale est donnée par :

) ��
Sk "

%

q� #;"

6
A -� ~4q~4q # A -�;� ~4q~4q # A -� ~4q~>q # A r -� r ~4q &r ~4q # #

" A
-J ~J q & ~J q # A r -J r & ~J q~4q

7
#

(2.19)

où l'indice d'isospin : " 1 correspond aux neutrons et: " 2 aux protons. Les constantes
de couplagesA -y sont également données dans leT AB . 1.2. Pour une force à deux corps avec
termes dérivatifs jusqu'à l'ordre deux, l'expression la plus générale de la densité d'énergie est,
par exemple, donnée dans l'article de Perlinska [65].

2.1.3. État de l'art - Succès et échecs

Depuis la première paramétrisation proposée par Vautherin[12], en parallèle des évolu-
tions techniques en physique nucléaire expérimentale, lesconnaissances théoriques sur les
milieux nucléaires se sont éto�ées. En conséquence, les théoriciens ont, non seulement, acquis
au �l du temps une expertise dans la construction de protocoles d'ajustement des paramètres
de la fonctionnelle de Skyrme, mais également eu à leur disposition des mesures d'observables,
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sans cesse renouvelées, ainsi que de nouvelles mesures inaccessibles auparavant. Parmi ces me-
sures, on peut par exemple citer celles de la collaboration PREX [66] qui e�ectue des mesures
sur les rayons de neutrons, de protons et de la peau de neutrons du "'. Pb. Grâce à tous ces
progrès, il parait légitime que la précision des prédictions de la fonctionnelle ait augmenté avec
le temps tout comme son domaine d'application : calculs dansles noyaux stables, instables,
proches de ladrip-line , calculs en astrophysique nucléaire.

Il existe dans la littérature plus de deux cents paramétrisations de fonctionnelles de
Skyrme. Nombre d'entre elles ont été uniquement construites pour décrire les états fonda-
mentaux des noyaux. D'autres, plus élaborées, ont été ajustées spéci�quement pour décrire :
(i) les barrières de �ssion de certains actinides [54] ; (ii)les corrélations d'appariement entre
les nucléons [53] et (iii) les modes collectifs dans les noyaux, comme les résonances géantes
(GMR, GDR, . . . ). Depuis la série de travaux [25�29,67], initiée par Lesinski [30], une atten-
tion toute particulière est portée sur la stabilité des interactions de Skyrme. Le formalisme
ainsi que les détails sur ces instabilités seront introduits dans la partie 3.2.5 du chapitre III.

Hamiltoniens ou fonctionnelles ?

Concernant l'utilisation d'interactions de Skyrme, il exi ste deux approches di�érentes :
% l'approche fonctionnelle consistant à choisira priori la forme de la fonctionnelle de

la densité d'énergie) Sk ne dérivant pas d'une interaction. On ajuste ses constantesde
couplage associées (2.4). Ce sont, par exemple, les cas de : SIII [13], SKM* [54], SLy4 [14],
UNEDF0,1,2 [17,18] ;

% l'approche hamiltonienne, quant à elle, consiste à partir du pseudo-potentielvSk puis à
dériver sa fonctionnelle associée) Sk pour �nalement ajuster la valeur des paramètres
du pseudo-potentiel (2.1). SLy5 [14] ou l'ensemble des TIJ [16] dérivent d'un potentiel
de Skyrme, mais ne elles ne peuvent pas être utilisées pour une approche hamiltonienne
car le terme d'échange coulombien est traité à l'approximation de Slater et elles ne
sont pas ajustées pour donner de l'appariement. En pratique, SLy5 donne de l'apparie-
ment mais il est beaucoup trop faible pour être réaliste. Seules les nouvelles forces que
nous allons ajuster pourront être utilisées pour ce type d'approche. En considérant des
forces de portée �nie, la force de Gogny peut également être utilisée dans une approche
hamiltonienne.

L'approche fonctionnelle parait avantageuse puisqu'ellepermet de choisir quels sont les termes
d'interaction que l'on veut voir ou ne pas voir apparaître dans l'expression de l'énergie) Sk.
Si un terme est mal contraint, il risque de détériorer les résultats attendus. On pourra alors
librement l'éliminer. Un autre exemple historique concerne la contribution des termes tenseurs
J qpr q dans la partie centrale de l'énergie. Par le passé, l'inclusion de tels termes dans la
fonctionnelle était omise. De plus, leur contribution à l'énergie est relativement faible, ils ont
souvent été négligés comme dans SLy4 alors qu'ils sont présents dans SLy5.

Pathologies des forces standards au-delà du champ moyen

Ces dix dernières années, il a été mis en évidence [20] que l'utilisation de forces de Skyrme
standards pour e�ectuer des calculs MR-EDF associés à des techniques de restauration des
symétries brisées [19] conduisait à des résultats non physiques qui se distinguent par deux
phénomènes :
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(i) des pôles dans l'énergie projetée) M/ lorsque l'on cherche à restaurer, par exemple, la
symétrie du bon nombre de particules. Ces divergences apparaissent lorsque, pour une
valeur de déformation donnée: , un état individuel croise l'énergie de Fermi [20] ;

(ii) des sauts � brutaux � dans la valeur de l'énergie avant et après ces pôles.

Il a été montré que les pôles sont causés par l'utilisation d'une fonctionnelle ne dérivant pas
directement d'un hamiltonien [19] et donc de l'utilisation de fonctionnelles di�érentes dans les
canaux normal et d'appariement. Généralement, jusqu'à présent, lorsque l'on voulait e�ectuer
un calcul HFB, on choisissait une interaction ou fonctionnelle dans le canal normal et une
autre interaction, simpli�ée, dans le canal d'appariement [68, 69]. D'autre part, concernant
les sauts brutaux, ils sont causés par la présence du terme dépendant en densité lorsque la
puissance de celle-ci est fractionnaire [21,22,70].

En conclusion, malgré un certain succès dans la descriptiondes noyaux à l'approxima-
tion du champ moyen, les forces de Skyrme standards ne peuvent donc pas être utilisées
correctement au-delà du champ moyen. C'est une limitation de taille pour l'étude des noyaux
déformés, de la �ssion des noyaux lourds, des modes collectifs, etc.

2.2. Nouvelles interactions de Skyrme généralisées

A�n de ne plus être confronté aux pathologies citées dans le paragraphe précédent, il
a été nécessaire de : (i) remplacer le terme dépendant en densité, simulant les corrélations
à ! corps dans le milieu par un pseudo-potentiel d'interactionà trois corps, incluant des
termes en gradients jusqu'à l'ordre deux, et un potentiel d'interaction de contact à quatre
corps ; (ii) calculer la fonctionnelle dérivant de ces potentiels, dans les canaux normaux et
d'appariement. Ces points ont été traités lors du travail de thèse de J. Sadoudi [23] à l'ex-
ception du calcul des termes à 4 corps de la fonctionnelle quia été e�ectué au début de ce
travail de thèse. Le terme d'interacion à 4 corps a été introduit pour mieux satisfaire aux
contraintes de stabilité imposées (voir chapitre III).

2.2.1. Pseudo-potentiel avec termes d'interaction à 2, 3 et 4 corps

Désormais, le pseudo-potentiel d'interaction se décompose en trois contributions :

vSk " vp" q
Sk # vp! q

Sk # vp$q
Sk . (2.20)

Les calculs détaillés sur la construction des potentielsvp! q
Sk et vp$q

Sk sont donnés dans les ar-
ticles [24, 57]. Exceptée l'absence du terme dépendant de ladensité, le contenu du potentiel
d'interaction à 2 corps ne change pas :

vp" q
Sk pr q " t ' p̂1" # x ' <̂ �

#" q̂$r
#" (2.21a)

# #
" t# p̂1" # x#<̂ �

#" qp̂k
: "
#" $̂r

#" # $̂r
#" k̂

"
#" q (2.21b)

# t " p̂1" # x" <̂ �
#" q̂k

:
#" $̂r

#" &̂k #" (2.21c)

# i= ' �̂ & p̂k
:
#" 0 $̂r

#" k̂ #" q. (2.21d)
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Les opérateurs ont déjà été dé�nis en début de chapitre dans les équations (2.2). Dans sa
forme �nale, le potentiel d'interaction à 3 corps prend la forme :

vp! q
Sk pr q " u' $̂r

#! $̂r
"! (2.22a)

# #
" u# p̂1! # C#<̂ �

#" qp̂k
: "
#" $̂r

#! $̂r
"! # $̂r

#! $̂r
"! k̂

"
#" q (2.22b)

# u" p̂1! # C"# <̂ �
#" q̂k

:
#" $̂r

#! $̂r
"! &̂k #" (2.22c)

# u" C"" k̂
:
#" $̂r

#! $̂r
"! &̂k #" # (2.22d)

où (2.22a) correspond au terme de contact. Les termes restants EQS. (2.22b)-(2.22d), sont
des dépendances en vitesse. Pour terminer, le terme du 4 corps de contact se réduit à :

vp$q
Sk pr q " v' $̂r

#! $̂r
"! $̂r

!$ . (2.23)

Cette nouvelle forme d'interaction EQ. (2.20) dépendra de quatorze paramètres :

&
t ' # x' # t# # x# # t" # x" # = ' # u' # u# # C# # u" # C"# # C"" # v'

'
.

(2.24)

2.2.2. Nouvelle forme de la fonctionnelle

On dérive la nouvelle fonctionnelle, à partir de la formule (2.3). La densité d'énergie) Sk

se décomposera maintenant en une somme de sept termes :

) Sk " ) ��
Sk # ) ���

Sk # ) ����
Sk # ) ��

Sk # ) ���
Sk # ) ����

Sk # ) ����
Sk # (2.25)

où les quatre dernières contributions sont dues aux corrélations d'appariement entre les nu-
cléons. Les trois contributions au champ moyen sont :
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#4' 4#4# (2.26b)
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Les quatre contributions dans le canal d'appariement sont :

) ��
Sk "

%

q� #;"
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7
# (2.27a)
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) ����
Sk "

%

q� #;"

D -� ! -� ! -� " -� " ~4q~4q~4(q~4(q . (2.27d)

où la notation �: sert à échanger l'indice d'isospin, soit �: " 3 $ : . Les constantes de couplage
sont toutes dé�nies dans l'annexe A. La forme la plus générale de la fonctionnelle à trois corps,
incluant les termes impairs par renversement du temps et autorisant le mélange d'états de
proton et neutron, est fournie dans l'article de Sadoudiet al. [57]. Les expressions complètes
pour le quatre corps sont données dans [24].

2.3. Conclusion

Depuis sa première publication [5] jusqu'à nos jours, l'interaction de Skyrme a été soumise
à de nombreuses modi�cations a�n de mieux reproduire les propriétés des noyaux. Nombre
d'entre-elles ont été introduites pour l'étude de conditions physiques particulières : matière
dense en astrophysique, rôle de l'interaction tenseur. . . Parmi elles, une modi�cation profonde
a été introduite [12] a�n de reproduire avec satisfaction lepoint de saturation de la matière
nucléaire. De là est né le terme dépendant en densité dans l'interaction. Cependant, il s'avère
que sa présence n'est pas entièrement béné�que pour le modèle puisqu'elle est à l'origine de
plusieurs pathologies liées à l'utilisation des forces de Skyrme au-delà du champ moyen. Pour
pallier ces problèmes, J.Sadoudi [23] a développé durant son travail de thèse une véritable
interaction de Skyrme à 3-corps, jusqu'à l'ordre deux en gradients, substituant cette dépen-
dance en densité. Un terme de contact à 4-corps a été ajouté pour satisfaire au mieux les
diverses contraintes du modèle. Cette nouvelle interaction de Skyrme, généralisée, sera ainsi
directement utilisable pour e�ectuer des calculs multi références (au-delà du champ moyen)
sans faire appel à des techniques de régularisation [22]. Aucours de ce travail de thèse, nous
avons cherché à ajuster les paramètres de ces nouvelles interactions, utilisées à la fois dans le
canal normal et d'appariement.
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III
Protocole d'ajustement des paramètres

Résumé : Nous présenterons dans ce chapitre le protocole d'ajustement des paramètres de
nouvelles interactions de Skyrme. Ce protocole est basé surdes contraintes : dans la matière
nucléaire in�nie, dans les noyaux, ainsi que sur la stabilité des interactions.
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3.1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une nouvelle forme d'interaction de
Skyrme. La fonctionnelle dérive maintenant d'un pseudo-potentiel d'interaction entre les nu-
cléons et non plus d'un pseudo-potentiel dépendant de la densité (voir chapitre II). Le nombre
de paramètres libresG augmente alors sensiblement et nous chercherons maintenant à ajuster
une interaction attractive dans le canal d'appariement qui ne génère pas d'instabilités dans
la matière nucléaire [29]. On ne peut donc plus se satisfairede l'ancien protocole établi pour
les forces de la famille SLy [14,16]. La construction d'un protocole d'ajustement est délicate.
La qualité des prédictions issues d'une paramétrisation endépend très fortement. Le choix
des observables à contraindre est donc crucial. Dans notre cas, la structure de l'interaction
est complètement nouvelle, les travaux passés pourront uniquement nous servir de base pour
sa construction. L'optimisation ainsi que la �nalisation d u protocole devront se faire, � à
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tâtons �, par l'expérience, en fonction des caractéristiques des paramétrisations préliminaires
obtenues.

3.1.1. Stratégie

La première chose à faire lorsque l'on veut ajuster les paramètres d'une interaction de
Skyrme est de choisir un ensemble de propriétés nucléaires qui permettent de contraindre
au mieux tous les termes de l'interaction. Dans cet ensemble, il faut savoir déterminer l'im-
portance relative de chacune de celle-ci, autrement dit, leur donner un poids. Il est évident
que pour un même ensemble de données, les poids relatifs joueront un rôle primordial sur la
qualité de la paramétrisation.

Types d'observables

Le choix sur cet ensemble de contraintes est aussi limité parun temps de calcul très vite
croissant avec le nombre et surtout le type de données choisies. On distinguera parmi ces
contraintes :

% les propriétés dans des milieux idéaux comme la matière nucléaire (semi-)in�nie. Elles
seront appelées pseudo-observables, car elles ne sont pas mesurables expérimentalement.
Elles correspondent à des valeurs extrapolées dans ces milieux à partir de l'expérience
ou provenant de calculs réalistes e�ectués avec une interaction NN nue [11] ;

% les propriétés des noyaux (masses, rayons, . . . ) sont, quantà elles, des observables puis-
qu'elles peuvent être mesurées expérimentalement ou extraites de résultats expérimen-
taux de manière assez directe.

Les pseudo-observables de la matière nucléaire in�nie s'expriment analytiquement, de plus
elles contraignent fortement le comportement de l'interaction au c÷ur des noyaux (bulk).
Ce sont donc des contraintes de choix pour un protocole d'ajustement. Le fait d'avoir des
expressions analytiques permet également d'exprimer les paramètres de la force, notés1i ,
directement en fonction de ces pseudo-observables* i . Ainsi nous pourrons utiliser cette ré
expression des paramètres de la force en fonction d'un jeu d'observables a�n d'initialiser
l'ajustement des paramètres avec une interaction initialesatisfaisant les propriétés de la
matière nucléaire in�nie.

Pièges et problèmes à résoudre

Au cours de la construction d'un protocole d'ajustement, nous pouvons être confrontés à
trois problèmes majeurs liés à tout problème d'optimisation en physique, que ce soit avec des
modèles linéaires ou non linéaires comme dans notre cas :

% le nombre de paramètres doit être plus petit que le nombre d'observables à reproduire.
On parle alors de problème surcontraint. Si le choix des propriétés n'est pas judicieux,
la bonne reproduction de certaines propriétés mises en contrainte dans l'ajustement
pourra détériorer la reproduction d'autres, incluses ou non dans le protocole. Il est
donc important de mettre en contrainte un ensemble varié d'observables permettant
de décrire au mieux toutes les propriétés de l'interaction.Les prédictions e�ectuées
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sur des observables non contraintes seront appelées prédictions externes, celles sur les
contraintes, prédictions internes ;

% lorsque le nombre de paramètres est très grand [61], il devient très di�cile de rassem-
bler assez de données expérimentales pour atteindre un nombre de contraintes su�sant.
L'ajout d'un nombre important de masses et rayons à calculeraugmente sensiblement
le temps nécessaire à l'ajustement des paramètres ;

% le dernier problème, et surement le plus délicat à traiter, est celui de l'existence de corré-
lations entre les observables sur lesquelles notre choix seporte. Il se peut, par exemple,
que l'on ait choisi des contraintes antagonistes entre elles. L'amélioration de l'une se fera
en dégradant l'autre (ou plusieurs autres). La recherche dela paramétrisation optimale
aura alors des di�cultés à converger et il deviendra très di� cile d'améliorer sensiblement
les résultats donnés par les paramétrisations �nales. Depuis quelques années, beaucoup
d'auteurs e�ectuent des analyses de sensibilité aussi appelées analyses covariantes a�n
d'optimiser leurs protocoles d'ajustement [17,31,71,72].

Nous avons porté une grande attention sur ce dernier point puisque la structure de notre
fonctionnelle est nouvelle. Les corrélations entre les di�érentes observables, les quantités ana-
lytiques ont changé par rapport à ce que l'on connaissait avant avec les fonctionnelles standard.
Un travail exploratoire, en utilisant de simples analyses de sensibilité et corrélations, nous
a permis de comprendre quels sont les rôles des nouveaux termes à 3 et 4 corps dans la
fonctionnelle et comment s'e�ectue le réarrangement avec les termes à 2 corps.

3.1.2. Méthode des moindres carrés

L'optimisation des paramètres de l'interaction est e�ectuée avec une méthode des moindres
carrés.

Soit un modèle physique+ 1 { ; ## ;" # . . . # ;M &, dépendant de! paramètres 1i et où les
G fonctions ; i permettent de calculer des valeurs théoriques d'observables* th

i :

F ppq " O th . (3.1)

Lorsque l'on détermine l'ensemble des valeurs théoriques pour les observablesO th , on dit
que l'on résout leproblème direct pour notre modèle. Dans notre cas, on cherche à résoudre
le problème inverse,car on recherche l'ensemble des paramètres idéauxp ' qui rendra nos
prévisions théoriques les plus proches possible des données expérimentales à ajuster :

Direct : F ppq " O th # Inverse : pF q� #O exp " p0 . (3.2)

Dans notre cas,pF q� # n'existe pas, car beaucoup de contraintes sont issues de calculs auto
cohérents du fait de l'utilisation de théories de champ moyen. L'autre raison est qu'il y a plus
de contraintes que de paramètres. On parle alors deproblème mal posé. Nous déterminerons
la paramétrisation optimale p' en minimisant la quantité

8
i p*

th
i $ * exp

i q" . Il faut également
prendre en compte les tolérances �* i dans lesquelles on peut inclure les erreurs expérimen-
tales � * exp

i ou encore des intervalles de con�ance �* conf
i pour des pseudo-observables. Pour

terminer, on peut donner un poidsHi à chaque contrainte pour imposer plus ou moins forte-
ment au modèle de décrire l'observable associée. Ce dernierparamètre peut évidemment être
absorbé dans le terme d'erreur globale �* i . Les tolérances n'étant pas exactement détermi-
nées, nous nous laisserons la liberté de les modi�er � à la main � ce qui sera formellement
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équivalent à modi�er individuellement les poids des contraintes. Nous aurons doncHi " 1
pour toutes les observables. Tous ces ingrédients permettent alors de construire une fonction
de mérite, encore appelée fonction de pénalité que l'on notera J " :

J " "
M%

i � #

J "
i avec J "

i "
-

; i ppq $ * exp
i

� * i

. "

. (3.3)

où l'on rappelle queG est le nombre total de contraintes sur l'ajustement. On peutinclure
dans les tolérances des erreurs d'origines di�érentes :

� * "
i " p � * exp

i q" # p� * th
i q" # p� * num

i q" # (3.4)

où l'erreur expérimentale � * exp
i est donnée par les expérimentateurs. L'erreur théorique,

� * th
i est due au fait que le modèle n'est pas exact. L'évaluation dece type d'erreur sur

chaque observable est très délicate. En�n les erreurs numériques, � * num
i , sont causées par

les méthodes numériques employées pour e�ectuer les calculs d'observables. Elles dépendent
à la fois des techniques, mais aussi de tous les paramètres internes liés aux programmes
de simulations comme les pas de discrétisations, les tailles de boîtes, les nombres d'états
maximums d'une base, les coupures en énergie,etc. Pour notre part, ces erreurs sont petites
et pourront être négligées devant les deux autres. Dans le cas d'un modèle physique précis,
on pourra prendre � * i " � * exp

i . Avec l'interaction de Skyrme, la précision du modèle n'est
pas assez bonne pour se contenter de l'erreur expérimentalesur les données. Nous devrons
aussi estimer une valeur � * th

i pour toutes les contraintes du protocole. Ce choix sera faiten
fonction de notre expérience, nous en rediscuterons plus loin dans ce chapitre.

Contraintes asymétriques dans la fonction de mérite

Dans certains cas, nous avons besoin de borner inférieurement ou supérieurement une
donnée. Ce seront alors des contraintes asymétriques dont les contributions à la fonction de
pénalité s'exprimeront sous la forme :

J "
O " e� " � pO i � O i; #q# (3.5)

avec- ( 0 choisit de sorte que la contrainte soit su�samment forte, mais en veillant également
à ce que la fonction de mérite ne varie pas trop brutalement auvoisinage de la valeur visée
* ' . Pour toutes ces contraintes, on �xe - " 10.

3.1.3. Algorithmes de minimisation

La fonction de mérite, dont on cherche le minimum, est une fonction de ! paramètres.
L'hypersurface de cette fonction est parsemée d'extrema locaux. Plusieursminima semblables
peuvent se situer dans zones très proches, ce qui peut poser des problèmes pour la convergence
de l'algorithme de minimisation. De plus, en raison des instabilités et du comportement
critique de l'appariement, la fonction de mérite n'est pas dé�nie partout dans l'espace des
paramètres, ce qui rend le problème de minimisation encore plus délicat.
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Méthode de Nelder-Mead

Notre choix s'est porté sur la méthode de Nelder-Mead (NM) [73]. En quelques lignes,
cet algorithme débute en dé�nissant un simplexe%a&à ! dimensions, où ! est le nombre
de paramètres de la fonction à minimiser. Itérativement, laméthode détermine le point du
simplexe où la fonction est maximale puis le remplacera par une opération de ré�exion par
rapport au centre de gravité des! $ 1 points restants du simplexe. Si la valeur de la fonction
en ce nouveau point est inférieure aux valeurs des! $ 1 points non modi�és, on étire le
simplexe dans cette direction, sinon l'hypothèse est faiteque l'on est dans une vallée et dans
ce cas, on réduit le simplexe sur le point où la fonction est minimale.

Parmi les algorithmes de minimisation les plus utilisés, beaucoup d'entre eux nécessitent
l'évaluation des dérivées numériques de la fonction à optimiser. C'est le cas pour les méthodes :
du gradient, de Newton, de Levenberg-Marquardt [74]. . . Or ces dérivées numériques peuvent
être, selon les cas, délicates à e�ectuer, ce qui rend une méthode sans gradients, comme Nelder-
Mead simple à mettre en ÷uvre et � passe-partout �. Cependant, la méthode de Nelder-Mead
n'est pas exempte de défauts. Sa principale faille est qu'elle converge lentement lorsque le
nombre de paramètres à optimiser augmente. De plus, il se peut que les solutions obtenues
soient dégénérées entre deux optimisations successives lorsque ! ( 1. A�n de maîtriser ces
deux défauts, il faut redémarrer l'algorithme jusqu'à ce que les paramétrisations d'entrée et
de sortie restent inchangées. Ceci peut prendre un temps considérable et aller, dans notre
cas, de cinq mille à plusieurs dizaines de milliers d'itérations soit un temps de calcul de
plusieurs jours à plusieurs semaines. En ce qui nous concerne, nous utiliserons l'algorithme
NM a�n de rechercher une zone proche d'unminimum local, mais nous ne le relancerons
pas jusqu'à converger, car cela nécessite beaucoup trop de temps avec une fonctionnelle à
quatorze paramètres. Une fois au voisinage d'unminimum, on supposera que la fonction de
mérite est une fonction quadratique dépendante desG paramètres de l'interaction.

Approximation quadratique du # 2

L'approximation quadratique du J " consiste à supposer que la fonction de mérite peut
être approchée par un polynôme d'ordre 2 vis-à-vis des paramètres du modèle. Autrement
dit, on suppose que les observables calculées varient linéairement en fonction des paramètres
du modèle. Cela revient aussi à dire que le problème de minimisation, à l'origine non linéaire,
peut être approché par un problème linéaire. Cette approximation prend tout son sens si
on se place au voisinage d'unextremum de la fonction. Certains auteurs se sont inspirés de
cette approximation a�n de développer des algorithmes de minimisation très élaborés comme
POUNderS [17,18]. La linéarisation duJ " au voisinage de la paramétrisation optimale peut
s'écrire :

; i ppq ) ; i pp ' q #
N%

k� #

$1k
B; i pp ' q

B1k
#

" ai ' #
N%

k� #

$1k aik . (3.6)
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En reprenant la dé�nition (3.3) et y substituant (3.6), on ob tient une fonction de mérite
quadratique, notéeJ "

` :

J "
` "

M%

i � #

1
� * "

i

-
ai ' #

N%

k� #

aik $1k $ * exp
i

. "

(3.7)

On recherche le minimum de cette fonction, on doit donc annuler toutes les dérivées premières
de J "

` par rapport aux ! paramètres de l'interaction :

BJ "
`

B1k
" 0 + k @r1#! s# soit A $p " b# (3.8)

On obtient alors aisément les variations$1k :

$p " p Aq� #b 23

!
"#

"$

Akm "
8 M

i � #
aik aim
0 O "

i
, (3.9a)

Kk " $
8 M

i � #
aik

/
ai # � Oexp

i

0

0 O "
i

. (3.9b)

L'avantage de cette technique est que l'on peut calculer les$1k en inversant une matrice
carrée de dimension! . L'utilisation d'une méthode des di�érences �nies pour résoudre (3.9a)
et (3.9b) permettra alors de converger rapidement vers le minimum local de la fonction.
La seule subtilité est qu'il faut utiliser un facteur d'amor tissement 3 pour converger : on
ne remplace pasp' par p' # $p mais, par p ' # 3 $p. Pour 14 paramètres, une vingtaine
d'itérations pourra su�re pour obtenir une paramétrisatio n parfaitement convergée, contre
plusieurs milliers ou dizaines de milliers avec Nelder-Mead.

3.2. Contraintes

Nous allons énumérer les contraintes choisies dans le protocole d'ajustement. Leurs valeurs,
ainsi que les tolérances, correspondent, dans la mesure du possible, à la moyenne des données
fournies dans la littérature. Cependant, nous verrons dansle chapitre VI qu'une partie de
ces données ne peuvent être reproduites par les nouvelles interactions de Skyrme. Nous avons
donc dû e�ectuer une série de modi�cations sur les valeurs à contraindre, mais également
sur leurs tolérances jusqu'à l'obtention du protocole �nal. De ce fait, certaines données visées
peuvent être assez di�érentes des valeurs réelles connues.

3.2.1. Matière nucléaire in�nie symétrique (INM)

Les expériences de di�usion électronique et muonique sur des noyaux [75�79] permettent
d'extraire leur distribution de proton via des modèles simples. Au centre des noyaux lourds,
on constate que la densité totale4' " 4n # 4p est approximativement constante et peu
dépendante du nombre de masseA. Puisque l'interaction entre les nucléons est de très courte
portée, les nucléons du c÷ur des noyaux lourds sont presque insensibles aux e�ets de taille
�nie et se comportent alors identiquement à ceux composant un milieu in�ni ce qui est une
justi�cation forte pour l'utilisation de données issues de modèles idéaux comme la matière
nucléaire in�nie.
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Dé�nition

La matière in�nie symétrique forme un système idéal composéde protons et de neutrons
dans un volume in�niment grand. Ses caractéristiques sont résumées ci-dessous :

% les nombres de neutrons et protons y sont égaux soit4n " 4p " #
" 4' et I " � !

� #
" 0 ;

% ce système est invariant par translation, les fonctions d'ondes des nucléons sont donc
des ondes planes ;

% la densité de nucléons est constante ;

% le milieu est saturé en spin et non polarisé ;

% l'interaction coulombienne doit être nulle a�n que l'énergie totale du système ne diverge
pas ;

% les corrélations d'appariement entre les nucléons sont supposées inexistantes.

Cette matière nucléaire correspond donc à un �uide de Fermi dont le moment de Fermi kF est
�xé par la densité de saturation 4sat. On peut déterminer une équation d'état pour ce milieu.
La densité d'équilibre correspond par dé�nition à 4sat. L'origine de la saturation est assez
complexe et il faut nécessairement un terme répulsif dans l'interaction pour l'assurer. L'étude

4

)
4

4sat

)
4

p4sat q

0

FIG. 3.1: Énergie par nucléons dans la ma-
tière nucléaire in�nie symétrique.
Le point de saturation, minimum
d'énergie du système, est indiqué
par l'intersection des lignes poin-
tillées.

de ce milieu est triviale lorsque l'on utilise une interaction de Skyrme : tous les termes de la
fonctionnelle ne dépendant pas des densités de nucléons4qpr q et cinétiques >qpr q sont nuls
puisque la densité y est constante et le milieu est saturé en spin.

Notations spéci�ques : Dans la matière nucléaire in�nie, il est utile d'introduire deux nota-
tions compactes pour les constantes suivantes :

cs "
-

3L"

2

. " { !

# cn " p 3L" q" { ! .

Équation d'état et saturation de la matière nucléaire

Pour l'interaction de Skyrme dé�nie EQ. (2.20), l'équation d'état dans la matière nucléaire
in�nie symétrique est donnée par :
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"
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' # pA �

' # B �
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' q4' #

3
5

cs pA �
' # B �

' 4' q4
%
$
' . (3.10)
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La dérivée première de l'énergie par nucléon par rapport à ladensité est directement reliée à
la pression du �uide nucléaire :

< 1 4"
'
Bp) . 4' q

B4'
"

2
5

~"

2'
cs 4

%
$
' # pA �

' # 2B �
' 4' # 3D �

' 4"
' q4"

' # cs
/
A �

' # .
1B �

' 4'
0

4
&
$
' . (3.11)

La densité de saturation correspond à la valeur de4 qui annule la pression dans le milieu.
En compilant les données fournies par la littérature [80�82], nous avons choisi les contraintes
suivantes :

4sat " 0#160, 0#001 fm� ! # (3.12a)
)
4'

p4satq " $ 16#0 , 0#2 MeV . (3.12b)

Au c÷ur des noyaux, la densité n'est pas constante, elle varie et pourra prendre des
valeurs jusqu'à 1#5 fois la densité de saturation or il se peut que l'interaction redevienne
attractive pour des valeurs de hautes densités (4 ( 4sat). Pour éviter ce problème, on ajoute
en contrainte une densité4inf au-dessous de laquelle l'équation d'état ne doit pas montrer
de point d'in�exion. Cette valeur doit être largement supér ieure à la saturation, mais doit
aussi rester raisonnable vis-à-vis du domaine de densités où l'interaction de Skyrme peut
s'appliquer, on choisit donc :

4inf " 0#45 fm� ! . (3.13)

Cette contrainte est un peu particulière puisqu'elle est asymétrique (on borne, ici, uniquement
la valeur minimale). Sa contribution à la fonction de mérite est dé�nie EQ. (3.5).

Incompressibilité de la matière nucléaire

Lorsque l'on calcule la dérivée seconde de l'équation d'état, à la saturation, on évalue la
courbure de l'équation d'état. Cette courbure est reliée aucoe�cient d'incompressibilité M
puisque sa valeur permettra de quanti�er l'énergie nécessaire pour compresser le �uide nu-
cléaire :

M 1
18<
4'

# 94"
'
B" p) . 4' q

B4"
'

# (3.14)

soit dans matière in�nie à l'équilibre :

M8 1 94"
'

-
B" p) . 4' q

B4"
'

.

� sat

" $
6
5

~"

2'
cs 4

"
$
sat # 18B �

' 4"
sat # 6cspA �

' # 4B �
' 4satq4

%
$
sat # 54D �

' 4sat #

(3.15)

L'extraction de ce coe�cient est assez délicate et sa valeurest restée pendant longtemps
assez mal connue. La méthode la plus �able est une extractionindirecte à partir de calculs
microscopiques (HF, RPA) ou semi-classiques de la résonance géante monopolaire isosca-
laire (GMR : E0 ; T=0) [83�85]. L'ouvrage [11] résume quelques techniques possibles pour
extraire M8 .
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Les valeurs les plus récentes pourM8 sont de l'ordre de 230 MeV pour une interaction
e�ective de type Skyrme. Avec les nouvelles interactions que l'on ajuste, nous n'avons pas
pu obtenir des valeurs d'incompressibilité raisonnables.Elles étaient souvent de l'ordre de
270$ 300 MeV pour les paramétrisations préliminaires obtenues.Nous avons donc �xé une
tolérance assez large sur sa valeur :

M8 " 230, 20 MeV. (3.16)

Masse e�ective isoscalaire

L'énergie d'un nucléon individuel dans de la matière nucléaire s'écrit :

, k "
~" k "

2'
# � pk# ,kq# (3.17)

où � pk# ,kq est la self-energydu nucléon qui représente la contribution à l'énergie cinétique
de l'interaction de celui-ci avec le milieu dans lequel il � baigne �. En théorie quantique des
champs, la self-energy d'une particule est une quantité complexe dont la partie imaginaire
représente la largeur de la particule. Dans le cadre des interactions de Skyrme, les nucléons
sont supposés être sans structure interne et stables. Dans ce cas, sa durée de vie est in�nie
et sa self-energyest purement réelle. On peut ainsi redé�nir un nucléon commeun � quasi-
nucléon � indépendant ayant une masse e�ective' � telle que :

, k " #k ' T # / ' 'k ! 1
~" k "

2' � # (3.18)

On peut alors dé�nir un rapport entre cette masse e�ective ' � et la masse nue' :

' �

'
"

'
k

N ,k
N k

# (3.19)

ce qui dans le cas d'une fonctionnelle de Skyrme usuelle donne simplement :
-

'
' �

q

.
"

2'
~"

B)
B>q

. (3.20)

L'équation (3.20) n'est pas une dé�nition universelle. Elle est uniquement valable pour des
formes usuelles de fonctionnelles de Skyrme où les termes cinétiques ont toujours une struc-
ture en 4> ou 44>. Dans le cas où l'on ajoute des termes avec des dérivées d'ordre 4 dans
l'interaction, comme on le fait lorsque l'on veut prendre encompte le rôle de l'ondeD dans
le système [60], on voit apparaitre dans la fonctionnelle untenseur densité cinétique ainsi
qu'une densité d'ordre 4. Dans ce cas, il faut utiliser la dé�nition générale (3.19).

La masse e�ective témoigne directement de la compression/dilatation de la sphère de
Fermi induite par l'interaction. Elle in�uence la densité d 'état, ce qui, pour les noyaux, se
manifestera par une compression de leurs spectres pour des rapports ' � . ' ( 1 , ou une
dilatation, pour ' � . ' / 1. Lors de l'ajustement des paramètres, on ne contraint pas indé-
pendamment la masse e�ective des protons et des neutrons, mais la masse e�ective isoscalaire,
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égale aux masses e�ectives des deux espèces lorsqueI " 0 :
-

'
' �

'

.
"

2'
~"

B)
B>'

" 1 #
2'
~"

9
pA �

' # B �
' 4' q4'

:
. (3.21)

L'interaction à 4 corps ne dépend pas de l'impulsionk des nucléons, il s'agit uniquement
d'un terme de contact, il est donc normal qu'il n'y ait aucune contribution de sa part dans
les termes d'énergie cinétique. D'après des calculs sur la résonance géante quadrupolaire
isoscalaire (GQR : E0 ; T=0) [83], on sait que ce rapport' �

' . ' doit être de l'ordre de 0#8 à
0#9.

Les mauvais résultats obtenus lors d'ajustements préliminaires nous obligent à abaisser la
la valeur visée vers un rapport plus faible (cf. chapitre VI). De plus, pour obtenir une masse
e�ective acceptable, nous avons dû la contraindre très fortement en prenant une tolérance
relativement petite sans quoi cette quantité tend à être largement inférieure à 0#5 ce qui n'est
pas acceptable. La valeur visée a donc été �xée à :

; ' �
'

'

<
" 0#70 , 0#02 fm� ! # (3.22)

Le rapport (3.21) peut être égal à zéro ce qui se traduira par un pôle dans la masse e�ective
(3.19). Ce pôle sera repoussé au-delà d'une densité critique égale à deux fois la saturation à
l'aide d'une contrainte asymétrique :

4cr " 0#32 fm� ! . (3.23)

La contribution dans la fonction de mérite sera de la même forme que (3.5).

3.2.2. Matière nucléaire in�nie asymétrique (AINM)

Équation d'état de la matière asymétrique

Dans le but d'étudier tous les noyaux avec! 4 " , dont les noyaux riches en neutrons éloi-
gnés de la vallée de stabilité, il faut intégrer dans la procédure des propriétés qui caractérisent
la matière nucléaire in�nie asymétrique. En partant de la fonctionnelle, on peut construire
une équation d'état généralisée pour ce milieu oùI 4 0 :
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où l'on dé�nit les fonctions d'asymétrie Op' q
m et Op� q

m par :

Op' q
m "
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/
1 $ I
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# (3.25a)
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m "
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/
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0m
2

. (3.25b)
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Le comportement de l'équation d'état en fonction de l'asymétrie I est assez mal connu. On
peut raisonnablement penser qu'au fur et à mesure où l'asymétrie augmente, l'énergie à la
saturation va augmenter, la courbure à son voisinage s'adoucir jusqu'à parvenir à un point
où la saturation n'est plus possible. On atteint alors un point critique dans l'équation d'état,
pour I " I crit , �xé lorsque ses dérivées secondes et troisièmes par rapport à 4' s'annulent.

Énergie de symétrie

La première quantité que l'on peut extraire de la matière asymétrique est le coe�cient
d'asymétrie aI apparaissant dans la formule de la goutte liquide (1.1). Elle quanti�e la varia-
tion de courbure de l'équation d'état en fonction du facteurd'asymétrie I . Dans la littérature,
cette quantité aussi est souvent notée0 :

aI 1 0 1 FpI " 0q "
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Les analyses avec le modèle LDM donnent des valeurs proches de 30 MeV [86�89]. Dans
d'autres approches, avec, par exemple, des méthodes semi-classiques ou microscopiques, on
obtient des valeurs plus proches de 28 MeV [59, 90]. Comme c'est le cas pour le coe�cient
d'incompressibilité nucléaire, l'extraction de cette pseudo-observable est très dépendante du
modèle que l'on choisit pour e�ectuer le calcul. Au cours desajustements, nous n'avons
pas obtenu de résultats satisfaisants pour des interactions ayant des énergies de symétries
inférieures à 32 MeV. La valeur �nale de l'énergie de symétrie retenue pour le protocole est
de :

aI 1 0 " 32, 2 MeV . (3.27)

Pente de l'énergie de symétrie

La pente de l'énergie de symétrie est une quantité reliée à l'épaisseur de la peau de
neutrons dans les noyaux! ( " [91�93] :
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Données unité pt. 1 pt. 2 pt. 3

4n rfm� ! s 0#10 0#30 0#35
) . A rMeVs 11#88 35#94 44#14
� ) . A rMeVs 2#00 2#00 2#00

TAB. 3.1: Ensembles des trois points de
l'équation d'état de la matière de
neutrons contraints lors de l'opti-
misation des paramètres de l'in-
teraction. Ces valeurs sont tirées
de [99].

La valeur numérique de ce coe�cient est assez mal connue. En moyennant les données publiées
dans [88,94�96], on trouve la valeur et la tolérance suivante :

P " 70, 20 MeV. (3.29)

4

E
�

0

I " 1 I " 0 FIG. 3.2: Évolution de l'équation d'état dans la matière
nucléaire in�nie ( ligne bleue ) en fonction de
l'asymétrie protons/neutrons I . La �èche in-
dique le déplacement du point de saturation en
fonction de l'asymétrie croissante.

3.2.3. Matière de neutrons (PNM)

Lorsque le facteur d'asymétrieI " 1, on se trouve dans la matière de neutrons. Il n'existe
pas d'états liés dans ce milieu. L'étude de son équation d'état et de la pression de neutron
dans les régions de basses densités permet ensuite d'évaluer des masses et rayons d'étoiles à
neutrons. La valeur canonique attendue pour la masse d'une étoile à neutrons est comprise
entre 1#4G d et 1#6G d [97,98].

L'équation d'état de la matière pure de neutrons est donnée par :
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On remarque l'absence de termes à 4 corps de contact dans ce milieu puisqu'ils doivent
satisfaire au principe d'exclusion de Pauli. Ici, nous avons 4' " 4n . La reproduction de
l'équation d'état jusqu'à des densités proches de 1 fm� ! ne s'est pas avérée possible comme ce
fut le cas avec SLy5. Nous nous sommes donc limités à trois points contraints dans l'équation
d'état de la matière de neutrons dont les valeurs sont tiréesdes calculs de Wiringaet al. [99]
et sont regroupées dans le tableau 3.1.
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3.2.4. Matière in�nie polarisée

À l'instar de la contrainte sur la position d'un éventuel point d'in�exion dans l'équation
d'état de la matière in�nie symétrique, nous avons contraint la position du point d'in�exion
dans la matière in�nie polarisée en spins. Nous avons observé dans les ajustements prélimi-
naires que les interactions prévoyaient une transition ferromagnétique aux basses densités
(autour de la saturation). Nous avons donc tenté de repousser ce point d'in�exion :

4inf;pola " 0#20 fm� ! . (3.31)

3.2.5. Instabilités dans la matière in�nie

Il y a quelques années, il a été mis en évidence que certaines paramétrisations de fonction-
nelles de Skyrme généraient des instabilités dans la matière nucléaire in�nie ainsi que dans
les noyaux [30,58,100]. Les calculs e�ectués avec ces fonctionnelles ne convergent pas ou font
apparaitre des divergences dans l'énergie totale des systèmes étudiés.

Un moyen rudimentaire pour diagnostiquer certaines instabilités est de regarder l'évolu-
tion des pro�ls de densités des neutrons et des protons d'un noyau à l'aide d'un code HF. Au
cours des itérations, nous observerons, au c÷ur du noyau, defortes oscillations des densités de
chacune des espèces de nucléons. La densité isovectorielle4# devient ainsi très importante et
peut mener à la séparation des neutrons et des protons, ce quiest non physique. La �gure 3.3
représente les pro�ls radiaux des protons et neutrons dans le $' Ca et le 1+Ni. On peut voir que
pour les fonctionnelles SkP et LNS [101], les pro�ls de densités ne sont pas physiques et une
instabilité se développe lorsque le nombre d'itérations croît. SLy5 nous sert ici de référence.
Il est désormais connu que SLy5 est instable dans le canal de spin F " 1, cependant une telle
instabilité ne se manifeste pas dans le cas d'un calcul sur unnoyau pair-pair non polarisé
comme c'est le cas dans cette �gure. On peut donc l'utiliser et la considérer comme � stable �
vis-à-vis du calcul que l'on e�ectue.

Récemment, une étude détaillée de la théorie réponse linéaire [25�27, 67] a permis de
déterminer les fonctions réponses de la matière nucléaire in�nie non polarisée à température
nulle T " 0 ou non nulle T 4 0, dans les cas : symétrique (! " " ), asymétrique (! 4 " )
et pour la matière neutronique. L'analyse de ces fonctions réponses fournit un outil e�cace
pour détecter les instabilités générées par la plupart des paramétrisations dans la matière
nucléaire in�nie.

Formalisme de la réponse linéaire

Le formalisme de la théorie de la réponse linéaire permet de calculer les fonctions de
réponseJ p� qpq#Qq du système correspondant aux excitations dans les di�érents canaux de
spin F et d'isospin I . Ces fonctions réponses dépendent de l'énergieQ et du moment q
transférés entre une particule et un trouvia l'interaction résiduelle * ph .

La description des excitations se faitvia l'interaction résiduelle particule-trou entre une
particule située au-dessus du niveau de Fermi et un trou situé au-dessous. Dans le cadre de
la théorie des �uides de Fermi, cette interaction résiduelle correspond à la dérivée seconde de
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FIG. 3.3 : Évolution des pro�ls de densité des neutrons (�gures de gauches) et desprotons (�gures de
droites) en fonction du nombre d'itérations de résolution numérique del'équation HF pour
des fonctionnelles instables. Dans le cas du40Ca, la fonctionnelle LNS est utilisée pour les
calculs. Pour le 56Ni, on utilise SkP. Pour ces deux noyaux, on utilise la paramétrisation
SLy5 pour le calcul de référence. Cette �gure est tirée de la thèse de T.Lesinski [58].

la densité d'énergie) par rapport aux densités de nucléons :

* phpq#k ##k " q "
$" ) r4s

$4pk # # q#k #q$4pk " #k " # qq
# (3.32)

A�n de calculer les di�érentes fonctions de réponses du système, il est utile d'introduire la
fonction de Green correspondant au propagateur des particules et des trous :

RHF p:#k ##Qq "
SpkF $ k#q $ SpkF $ ' k # # q'q
Q# , pk#q $ , p'k # # q'q # iU

# (3.33)

Une fois l'interaction résiduelle calculée en (3.32), on peut désormais construire la fonction
de Green RPA corrélée, en résolvant l'équation de Bethe-Salpeter [25] qui suit :

Rp� q
/2A pq#k ## Qq " RHF pq#k ## Qq # RHF pq#k ## Qq

%

� 1

3
d! k"

p2Lq! * p�;� 1q
ph p:#k ##k " qRp� 1q

/2A pq#k " # Qq#

(3.34)
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on obtient �nalement la fonction de réponse J p� qpq#Qq de la matière nucléaire in�nie :

J p� q
/2A pq#Qq " V

3
d! k#

p2Lq! Rp� q
/2A pq#k ## Qq# (3.35)

où 3 " p F#G#Tq correspond aux nombres quantiques de spin, projection du spin et d'isospin
et V correspond au facteur de dégénérescence de spin-isospin.

Instabilités

Dans le formalisme de la réponse linéaire, on identi�era uneinstabilité, physique ou non, à
un pôle dans la fonction réponse du systèmeJ p� q

/2A pour une énergie d'excitation nulleQ " 0.

Dans le canal3 " p 0#0#0q, les instabilités apparaissant aux basses densités (4 / 4sat )
sont reliées à la transition de phase liquide-gaz dans la matière nucléaire appelée instabilité
spinodale [67]. Elles sont donc physiques.

A contrario , toutes les instabilités détectées dans les canauxF " 1 sont d'origine non
physique pour un domaine de densités proches de celles rencontrées dans les noyaux. Lorsque
l'on ajuste les paramètres d'une interaction de Skyrme, il faut donc veiller à ce que la fonc-
tionnelle ne génère pas de telles instabilités dans la matière in�nie d'une densité nulle à des
densités similaires et même légèrement supérieures à la densité saturation.

Des indications très fortes semblent montrer que les instabilités observées dans la matière
in�nie se manifestent aussi dans les milieux �nis [28, 29]. La �gure 3.4 permet d'illustrer
simplement ce lien entre instabilités dans un milieu in�ni et dans les noyaux. La �gure de
gauche représente la densité isovectorielle4# d'un noyau de $. Ca en fonction der . Les calculs
de ces pro�ls de densité sont e�ectués avec des fonctionnelles SLy5 dont on a modi�é la
constante de couplage2 0 �

# qui est initialement de l'ordre de 16 MeV fm1. Cette constante de
couplage contrôle l'intensité des termes dépendant des gradients de la densité isovecteur :

) � 0 �
# "

3
d! r ) � 0 �

# "
3

d! r 2 � 0 �
# 4#� 4# . (3.36)

Des valeurs positives élevées de cette constante de couplage génèrent des instabilités. La
densité isovectorielle,4# " 4n $ 4p, oscille et devient très grande dans le noyau, témoignant
d'une séparation des espèces de nucléons. Cette instabilité se manifeste dans le canal scalaire-
isovecteur (F " 0, I " 1). La �gure de droite, quant à elle, représente les densitésen fonction
du moment transféré : donné, pour lesquelles la réponse du systèmeJ p� q

/2A est in�nie. Elles
sont appelées densités critiques4crit . Si celles-ci sont trop proches des valeurs de densités
explorées dans les noyaux, alors l'interaction générera des instabilités. On voit sur la �gure
que l'ensemble des densités critiques décroît lorsque la constante de couplage2 0 �

# augmente.
Pour des valeurs supérieures à 37 MeV fm1, on a 4crit / 4sat. On peut ainsi corréler les
oscillations de densité dans les noyaux à la présence de densités critiques au voisinage de la
densité de saturation.

Par conséquent, on pourra diagnostiquer les instabilités d'une fonctionnelle en regardant
les valeurs des densités critiques4crit en fonction du moment transféré: , pour chaque canal
F#G#Tdans la matière nucléaire in�nie symétrique et pour chaque canal F#G dans la matière
de neutrons. Les calculs pour la matière nucléaire asymétrique [67] ne sont pas encore achevés
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FIG. 3.4 : Gauche : pro�ls de densité isovectorielle41 d'un noyau de 48Ca calculés avec la SLy5
(ligne noire continue) et une fonctionnelle SLy5 où la valeur de la constante de couplage
2 � �

1 a été modi�ée (tirets noirs). Droite : densités critiques dans la matière nucléaire in�nie
symétrique en fonction du moment transféré: pour le canal F " 0# I " 1 évaluées avec
trois fonctionnelles dérivées de SLy5 dont la valeur2 � �

1 a été modi�ée. Cette �gure est
tirée d'un proceedingsde A.Pastore [58].

pour une force avec des termes d'interaction à 3 et 4 corps. Les fonctions de réponse sont
purement analytiques, l'impact sur le temps d'exécution d'un ajustement avec contraintes sur
la stabilité sera négligeable pour les cas limites oùI " 0 et I " 1.

Critères de stabilité

À la suite d'un travail d'analyse e�ectué sur di�érents noya ux, en comparant les résultats
de di�érents codes numériques [29], il a été possible de dé�nir une densité critique limite pour
les protons4pp: q; limite que l'on notera 4crit;min .Elle est �xée quelque soit la valeur du moment
transféré : , et l'on considèrera une fonctionnelle instable s'il existe un pôle dans les fonctions
de réponse pour une densité de proton inférieure à environ 1#2 fois la densité de saturation,
soit 0#192 fm� ! . Dans la pratique, nous avons utilisé une valeur plus conservatrice %b&:

4crit;min " 0#26 fm� ! . (3.37)

Pour le protocole d'ajustement, cette valeur reste la même,quels que soient les canaux pour
la matière symétrique et la matière de neutrons. Les neuf contraintes seront asymétriques et
dé�nies par (3.5). En e�et, nous avons réalisé que les fonctionnelles contenant des termes
à trois et quatre corps possédaient plus fréquemment que lesfonctionnelles standards des
pôles à relativement basse densité dans la matière de neutrons et que ces pôles avaient les
mêmes e�ets sur la stabilité des noyaux que les pôles dans la matière symétrique. Un autre
critère, non contraint, mais contrôlé a posteriori, est qu'il faut que l'évolution des densités
auxquelles se manifestent les instabilités ne soit pas une fonction monotone décroissante du
moment transféré : .

!M#$ F" L"/'61 3' Q"IR< 74� $ +K'+2 "L,1,' 0&+6O+"&2' +"&+ D6' /K*& +".5'- )*61 /' 4*4'&2- +0 .'/" '+2 3S
A /" )1,+'&.' 3' 2'14'+ A T '2 U .*1)+ *6 "6 7"02 D6' /" )10&.0)"/ ' 0&+2"M0/02, +' 4"&07'+2' 0.0 3"&+ /' ."&"/
# � $ � Q$
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3.2.6. Noyaux

Justi�cations sur le choix des noyaux

Les observables de la matière nucléaire in�nie ne peuvent su�re à un ajustement correct
des paramètres d'une interaction de Skyrme, car les termes de surface et spin-orbite n'y
contribuent pas. A�n d'apporter des informations sur les e� ets de couches et les e�ets de taille
�nie de l'interaction, il faut aussi prendre en compte des observables mesurées ou extraites
dans les noyaux. A�n de choisir un ensemble de noyaux adapté,il faut se poser deux questions :

% Dans quels cas les observables dans les noyaux peuvent-elles être calculées rapidement ?
À l'inverse des pseudo-observables de la matière in�nie, les masses, rayons et spectres
des noyaux sont déterminés à l'aide de procédures numériques itératives (HF ou HFB)
plus ou moins longues à converger. Un noyau sphérique sera plus rapide à calculer qu'un
noyau déformé ;

% Que veut-on reproduire comme propriétés avec l'interaction ? Dans notre cas, comme il
l'est justi�é dans l'introduction de cette thèse, nous souhaitons ajuster une paramétri-
sation pour une interaction de Skyrme, incluant des termes à3 et 4 corps, capable de
décrire les corrélations d'appariement entre les nucléons.

D'après le premier point ci-dessus, nous choisissons un ensemble de noyaux sphériques simple-
ment et doublement magiques. Concernant le second point, laproblématique est plus subtile.
Au cours des premiers ajustements, nous nous sommes aperçusque la fenêtre dans l'espace
des paramètres, permettant à la fois de satisfaire les contraintes dans la matière in�nie, plus
spécialement, celles sur la stabilité et les contraintes dans le canal d'appariement, était très
réduite. L'ajustement est nettement plus délicat que dans le cas d'une force de Skyrme stan-
dard, de type SLy4-10.

À cause du comportement critique de l'appariement, il demeure risqué, que d'une itéra-
tion à l'autre, les masses des noyaux soient évaluées avec ousans corrélations d'appariement
ce qui aura pour conséquence de :

% générer des sauts brutaux dans la fonction de mérite qui pourront alors ralentir ou
empêcher la bonne convergence de l'algorithme de minimisation ;

% dans le cas où la paramétrisation ne donne pas d'appariement, nous chercherions à
reproduire sans appariement, soit à l'approximation HF, des masses de noyaux dans
lesquels l'appariement jouent un rôle important (2 à 3 MeV pour le $$Ca et #"' Sn ).

En�n, il est important de rappeler que les ajustements sont, pour l'instant, préliminaires.
Il faut commencer par comprendre le comportement de la nouvelle interaction avant d'a�-
ner le protocole avec des contraintes sur des noyaux très déformés. Pour toutes ces raisons,
nous portons notre choix sur les noyaux doublement magiques. Néanmoins, il faut également
contraindre les propriétés d'appariement de l'interaction, nous ajouterons à notre sélection
deux noyaux simplement magiques :

$' Ca# $. Ca# 1+Ni # 3. Ni # #'' Sn# #!" Sn# "'. Pb $$Ca# #"' Sn.

Les noyaux de$He et #+O ne contiennent pas assez de nucléons pour être traités correc-
tement avec une théorie de champ moyen, ils ne seront pas prisen compte.
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Masses nucléaires et rayons de charge : données expérimentales

À l'exception des 1+Ni, 3. Ni, #'' Sn, on contraint les masses et les rayons des autres noyaux
cités ci-dessus. Ces observables sont accessibles expérimentalement, car ces noyaux sont soit :

% stables :$' Ca, $$Ca, $. Ca, #"' Sn, "'. Pb ;

% radioactifs, mais avec des temps de demi-vie très grands parrapport au temps nécessaire
à la mesure d'une masse ou d'un rayon :#!" Sn.

Les expériences sur l'étain 100 sont délicates à mener. Toutd'abord, cet isotope est complexe
à créer puisqu'il est le produit de réactions nucléaires. Ilfaut pouvoir l'isoler parmi l'ensemble
des éléments générés au cours de ces réactions. De plus, il est émetteur - ! avec une période
radioactive de l'ordre de 0#9 sec [102], ce qui jusqu'à présent n'a permis de déterminer que sa
masse. Face aux mêmes types de di�cultés techniques, la masse du 3. Ni ne peut être estimée
que par extrapolation [103,104].

Dans le tableau 3.2 sont rassemblées les données expérimentales associées aux contraintes
�xées sur les noyaux doublement magiques dans la procédure d'ajustement. Les énergies de
liaison nucléaires sont extraites à partir des masses atomiques publiées par Audi et Wang [103,
104] auxquelles on a retiré la contribution des électrons à l'aide de la formule empirique :

B p" q " Bat $ Belecp" q

" ' at $
/
14#4381" " ;!) # 1#554680 10� + " 1;!1 0

. (3.38)

Les rayons de charges sont, quant à eux, issus de la table fournie par Angeli [105]. Nous
contraignons les rayons de protons

=
#W"

p! liés aux rayons de charges par :

#W"
p! " #W"

ch! $ #r "
p! $

!
"

#r "
n ! # (3.39)

où #r "
p! est le rayon de charge du proton,

=
#r "

p! " 0#877 fm et #r "
n ! celui du neutron.

Même si ce dernier est une particule de charge neutre, à causede son moment magné-
tique anormal [106], son rayon quadratique moyen prend une valeur légèrement négative
#r "

n ! " $ 0#1161 fm" .

Les tolérances sur les masses et rayons de charges sont largement supérieures aux erreurs
expérimentales et ont été choisies comme telles : 1 MeV pour les noyaux, 1#5 MeV si ! " "
et 2#5 MeV pour les noyaux à couche ouverte. Concernant les rayons, on prend 0#02 fm
par défaut et 0#03 fm si ! " " ou si le noyau est à couche ouverte. On anticipe le fait
que les propriétés des noyaux! " " ne sont jamais bien reproduites à l'approximation du
champ moyen, d'où une tolérance plus importante. La tolérance sur les masses et rayons de
noyaux à couches ouvertes est encore plus importante à causedu comportement critique de
l'appariement expliqué au début de cette partie.

Les premières paramétrisations obtenues donnaient des pro�ls de densités très mauvais
pour les noyaux lourds, spécialement pour le Plomb 208 dans lequel on observait des os-
cillations des densités de protons et de neutrons de grandesamplitudes. A�n de limiter ce
phénomène, nous avons ajouté une contrainte sur la densité de charge au c÷ur de ce noyau
(r =0 fm), telle que :

4ch;2b " 0#0628, 0#002. (3.40)
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Noyau B V B exp " ! � " !

'# @" � TU<"QTU Q"QQQQU T"UWWH Q"QQIR
'' @" � TXQ"RUI Q"QQQQ< T"YIWR Q"QQ<I
'& @" � UIY"RX< Q"QQQIU T"UWWI Q"QQ<Q
%(=0 � UXT"RYT Q"QQQYH ? ?
)& =0 � HUI"WU< Q"WXQQQ ? ?
!## Z& � X<Y"ITQ Q"TQIYQ ? ?
!"# Z& � IQ<Q"TWQ Q"QQQTH U"HYIR Q"QQ<I
!$" Z& � IIQ<"HWT Q"QQ<RQ U"WQRT Q"QQWH
"#& >M � IHTY"XHI Q"QQI<Y Y"YQI< Q"QQIT

TAB. 3.2: Énergies de liaisons (en MeV) et
rayons de charge (en fm) des noyaux
contraints. ? signi�e qu'il n'existe pas
de mesures de l'observable concernée
ou que la quantité associée n'est pas
contrainte. Pour plus de clarté, on
note Wc "

>
#r 2

ch ! . Les masses sont
toutes issues de [103,104] et les rayons
de [105].

3.2.7. Appariement

Les calculs numériques HFB nécessitent l'introduction d'un paramètre supplémentaire
dans l'interaction. Il s'agit de la fenêtre (cut-o� ) en énergie, autour du niveau de Fermi, dans
laquelle on autorise les quasi-particules à s'apparier entre elles. La valeur de cecut-o� ) cut

doit être, au moins, de l'ordre du gap d'appariement. Une valeur élevée donne un appariement
plus intense mais nécessitera un temps de calcul trop important (dans les codes 3D). En bon
compromis, nous avons �xé :

) cut " 8#5 MeV . (3.41)

Oscillations des masses des noyaux pairs-impairs

L'information la plus simple que l'on puisse interpréter comme une preuve expérimentale
de l'appariement est l'oscillation existant entre les masses de noyaux pairs et impairs dans
une série isotopique (-barique). En supposant l'énergie deliaison dans un noyau comme une
fonction régulière du nombre de nucléons et que tous les autres e�ets observés proviennent
de l'appariement, on peut alors estimer le gap d'appariement en utilisant une formule de
di�érence à trois points, correspondant à la dérivée seconde discrète de l'énergie) A

' [107] :

� pAq "
p$qA

2
/
) A! #

' $ 2) A
' # ) A� #

'
0

# (3.42)

où ) A
' indique l'énergie de liaison d'un noyau deA nucléons. Cette oscillation est causée

par le défaut d'énergie de liaison causé par la présence d'unnucléon non apparié dans le cas
des noyaux impairs. Il faut cependant remarquer que les oscillations de masses pair-impair
peuvent aussi être en partie liées à la déformation des noyaux ! " " légers (oscillations de
Jahn-Teller) [108].
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Gaps spectraux dans les noyaux

La dé�nition du gap n'est pas univoque, il peut être dé�ni com me :

#� ! � 1
Tr p~̂4 � q
Tr p~̂4q

# (3.43)

où 4̂ est la matrice densité. On préfère à cette dé�nition, celle du gap spectral donnée par
Bender et. al [109] :

#� ! � 1
Tr p̂5 � q
Tr p~̂4q

# (3.44)

avec

~4pr %#r 1%1q " $ 2%5pr %#r 1$ %1q (3.45)

D'après (3.43), le gap est moyenné par rapport à la densité denucléons, ce qui donne trop
d'importance aux états liés profonds où l'appariement est inexistant. Sachant qu'il est le plus
actif au voisinage de la surface de Fermi, il est plus pro�table de moyenner � par rapport au
tenseur d'appariement 5, quantité piquée au voisinage de la surface de Fermi.

Le gap n'est pas une observable, sa valeur � expérimentale � est extraite à l'aide de la
dé�nition (3.42). On prendra comme seules contraintes les gap spectraux de neutrons dans
le $$Ca et #"' Sn :

#� !
'' 4a
� " 1#85 , 0#10 MeV# (3.46a)

#� !
!"# Sn
� " 1#47 , 0#10 MeV. (3.46b)

L'erreur expérimentale induite par la formule à trois points est négligeable devant la tolérance
que l'on choisit. Notre choix initial s'était porté sur le gap dans #"' Sn or celui-ci s'est avéré
fortement corrélé par des e�ets de couches subtiles.A contrario , l'appariement dû $$Ca se
fait sur la couche majeure; 3{" .

3.3. Protocole d'ajustement : épilogue

L'ensemble des contraintes choisies pour le protocole d'ajustement est résumé dans le
tableau 3.3. Nous donnons les valeurs des observables ainsique leurs tolérances totales asso-
ciées.

Les tolérances sur chaque observable ont, pour la plupart d'entre elles, été réajustées au
fur et à mesure du temps a�n d'améliorer la qualité des interactions �nales obtenues. Nous
avons parfois également ajouté ou retiré des contraintes auprotocole, car certaines d'entre
elles étaient clairement antagonistes : l'amélioration del'une provoquait la détérioration de(s)
l'autre(s). Le protocole d'ajustement n'est donc pas une science exacte, il serait prétentieux
de penser que nous avons trouvé la � recette � universelle et que la paramétrisation qui en
découle ne pourrait plus être améliorée. C'est une des raisons pour lesquelles il existe tant de
paramétrisations de la fonctionnelle de Skyrme dans la littérature.
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Nous n'en discutons pas au cours de ce chapitre, mais il faut garder en tête que l'algorithme
de minimisation converge vers desminima locaux de la fonction de mérite. Rien ne nous
garantit que l'on se trouve dans son minimum absolu. On peut alors se poser la question de
savoir quels critères utiliser pour comparer e�cacement plusieurs minima locaux dans une
fonction de mérite ? Mais il n'existe pas pour l'instant de techniques numériques viables et
la comparaison doit se faire � à la main �.

Dans le cas où l'on construit plusieurs paramétrisations avec des protocoles très proches,
l'extraction des barres d'erreurs sur les paramètres et observables à l'aide des techniques
de l'analyse covariante sera un outil de choix pour comparerla qualité de ces di�érentes
paramétrisations sans avoir à passer par une étude systématique des résultats obtenus avec
chacune d'entre elles.



48 | Protocole d'ajustement des paramètres

Données O i � O i Unités

INM
%sat Q"IHQ Q"QQI 74� $

E{%p%sat "Qq � IH"Q Q"< ;'[
& 8 <TQ"Q <Q"Q ;'[
' �

# { ' Q"WQ Q"Q<
%in* ¡ Q"UY "+\4 74 � $

%c+ ¡ Q"T< "+\4 74 � $

%c+;p,-a ¡ Q"<Q "+\4 74 � $

AINM
( I T<"Q <"Q ;'[
) WQ"Q <Q"Q ;'[

PNM
E{%pQ*IQ" I q II "XX <"Q ;'[
E{%pQ*TQ"I q TY"RU <"Q ;'[
E{%pQ*TY"I q UU"IU <"Q ;'[

Énergies de liaison
'# @" � TU<"Q<T I"Y ;'[
'' @" � TXQ"RUI <"Y ;'[
'& @" � UIY"RXT I"Q ;'[
%(=0 � UXT"RYT I"Y ;'[
)& =0 � HUI"WU< <"Q ;'[
!## Z& � X<Y"ITQ I"Y ;'[
!$" Z& � IIQ<"HWT I"Q ;'[
"#& >M � IHTY"XHI I"Q ;'[

Rayons de protons
'# @" T"TX<X Q"QT 74
'' @" T"UT<Y Q"QT 74
'& @" T"TRQW Q"Q< 74
!"# Z& U"YXHT Q"QT 74
!$" Z& U"HUWY Q"Q< 74
"#& >M Y"UYQI Q"Q< 74

Autres propriétés
hV i

!! .a
� I "XY Q"IQ ;'[

hV i
"#$ /n
� I "UW Q"IQ ;'[

%ch;0b Q"QH<X Q"QQ< 74� $

+ c1t X"Y Q"Q ;'[

Stabilité
C=; p#","$ q %c+it ¡ Q"<H "+\4 74 � $

>=; p#", q %c+it ¡ Q"<H "+\4 74 � $

TAB. 3.3 : Ensemble des contraintes pour l'ajustement de SLyMR1. Les contraintes asymétriques
sont identi�ées par la valeur � asym � dans la colonne associée aux tolérances.



IV
Estimation des erreurs dans un modèle
physique

Résumé : Ce court chapitre est un rappel sur les techniques de base en analyse covariante et
il introduit la notion d'erreur en physique. Pour illustrer le tout, nous expliquerons à l'aide
d'un ajustement simpli�é une partie des concepts et dé�niti ons qui seront utilisés par la suite
lors de l'ajustement des paramètres de l'interaction de Skyrme.
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4.1. Motivations

Les paramètres de tous les modèles phénoménologiques sont ajustés sur un ensemble
de données expérimentales. Ils ne sont que le � re�et � des données que l'on a choisi de
contraindre dans le protocole d'ajustement et, sont entachés d'une erreur statistique. Pour
toutes ces raisons, on ne peut dé�nitivement pas prendre un résultat numérique brut, le
comparer à l'expérience, sans considérer l'erreur généréepar l'utilisation de ce modèle.

Il est primordial de se poser la question suivante : �Sachant qu'un modèle n'est qu'une
application simpli�ée et réduite de la réalité, quelles en sont les conséquences sur les résultats
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qu'il fournit ? Quelles sont les incertitudes sur les paramètres causées par l'ajustement ? Et
quelles seront alors les erreurs induites sur les prédictions théoriques ?� L'estimation des
erreurs associées à l'utilisation de fonctionnelles de Skyrme est un sujet de recherche en plein
essor. En physique théorique, comme en physique expérimentale, un résultat n'a de sens
que lorsqu'il est fourni avec une incertitude. Sans cela, comment a�rmer que la valeur de
l'observable obtenue est exacte et parfaitement déterminée ?

C'est donc pour ces raisons qu'il est obligatoire de fourniravec nos résultats des inter-
valles de con�ance. Pour un ajustement de paramètres reposant sur une méthode des moindres
carrés, l'accès aux barres d'erreur statistiques s'avère relativement simple. Ce n'est malheureu-
sement que la partie émergée de l'iceberget le traitement complet de tous les types d'erreurs
associées à l'utilisation d'un modèle en physique nucléaire est un problème beaucoup plus
délicat dont on ne connait pas encore tous les aspects. Dans ce chapitre, nous allons tenter
de répondre aux questions suivantes :

% Comment accéder aux erreurs statistiques sur les paramètres ajustésvia une méthode
des moindres carrés ? Comment en déduire les erreurs statistiques sur des observables
prédites ?

% La seule connaissance de l'erreur statistique est-elle su�sante pour juger de la qualité
d'un modèle ?

% En quoi les méthodes d'analyse statistique aident-elles à mieux contraindre l'ajustement
des paramètres d'un modèle théorique ?

4.2. Dé�nition des di�érents types d'erreurs

Les incertitudes sur les calculs issus d'un modèle théorique ont généralement des origines
variées. Tout d'abord, les mesures expérimentales qui servent à ajuster les paramètres d'un
modèle ne sont pas exactes. L'ajustement, basé sur une méthode des moindres carrés, génère
également une erreur statistique sur les paramètres%a&. Les imperfections du modèle, causées
par les diverses approximations utilisées lors des calculs, sont, elles aussi, à l'origine d'in-
certitudes sur les prédictions. Pour terminer, les erreursnumériques peuvent être prises en
compte. Parmi toutes ces erreurs, on en distingue deux types: les erreurs systématiques et
statistiques.

4.2.1. Erreur statistique

L'erreur statistique est la plus simple à déterminer pour une majorité de modèles en
physique. Lorsque les paramètres du modèle sont ajustés avec une méthode des moindres
carrés, leur estimation s'avère très simple grâce aux techniques d'analyse covariante. Nous
construirons également des matrices de corrélations entreles paramètres ou entre di�érentes
observables. Ce qui nous donnera alors des informations importantes sur la manière d'opti-
miser au mieux la fonction de pénalité.

!"#$ C/+ )'6L'&2 '& 6& +'&+ ]21' .*&+03,1,+ .*44' 3'+ L"10"M/ '+ "/,"2*01'+- 3*&2 /" /*0- '+2 7*&.20*& 36 4*3N/'
'2 3'+ .*&21"0&2'+ 3' /K"^6+2'4'&2$



Estimation des erreurs dans un modèle physique | 51

4.2.2. Erreur systématique

L'erreur systématique est causée par les défauts intrinsèques à un modèle. En général,
il n'existe pas de modèle parfait à utiliser en guise de référence. Quanti�er les erreurs sys-
tématiques est donc une tâche extrêmement délicate. On peutestimer la systématique en
comparant nos données incluant les barres d'erreur statistiques aux données expérimentales
existantes, mais comment faire lorsque les données expérimentales n'existent pas ?

4.3. Formalisme de l'analyse covariante

4.3.1. Hypothèses initiales

Soit la fonction de mérite dé�nie dans le chapitre III, p ' est la paramétrisation optimale
issue de l'ajustement des paramètres, soit :

BJ "

B1i

?
?
?
?
pi � p#;i

" 0 + i @r1# ! s# (4.1)

où ! est le nombre de paramètres du modèle étudiés. Au voisinage de ce minimum,J " pp ' q 1 J "
' ,

on peut développer la fonction de pénalité en série de Taylorjusqu'à l'ordre 2 :

J " ppq ) J "
' #

1
2

%

�;�
p1� $ 1' ;� qpBp� Bp� J " qp#

p1� $ 1' ;� q#

) J "
' #

%

�;�
p1� $ 1' ;� q, �� p1� $ 1' ;� q# (4.2)

avec ^, , la matrice Hessienne de la fonction de mérite calculée pourla paramétrisation opti-
male p ' . Par dé�nition, les termes d'ordre 1 sont nuls. Quant à l'ordre 2, il nous renseigne sur
la courbure duJ " dans toutes les directions de l'espace des paramètres et estreprésenté par la
matrice ^, . Ce développement en série de Taylor est similaire à l'approximation quadratique
du J " expliquée en détail dans la partie 3.1.3 du chapitre III. Malgré la non-linéarité des
calculs, on peut toujours, au voisinage du minimum, estimerque la fonction de mérite est
quadratique et qu'il soit possible de l'approcher par un développement limité.

On peut quanti�er un peu plus précisément ce qu'on appelle � voisinage du minimum �.
Dans un article récent, Dobaczewskiet al. [72] dé�nissent un domaine de validité pour ce
développement :

1
?

pp $ p' q ^, pp $ p ' q 5 1# (4.3)

où ? " J "
' . pG $ ! q est un facteur de renormalisation duJ " et G correspond au nombre de

contraintes dans l'ajustement.

Il est assez aisé de comprendre que l'information contenue dans cette matrice sera directe-
ment reliée aux erreurs statistiques des paramètres du modèle et témoignera de la qualité des
contraintes choisies pour l'ajustement de chaque paramètre. Une faible courbure (minimum
assez plat) témoignera d'un paramètre mal contraint puisqu'une grande variation de celui-ci
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ne détériorera pas signi�cativement la fonction de mérite.Le paramètre sera � mal dé�ni � :
son erreur statistique sera donc grande. À l'opposé, avec une grande courbure, leJ " sera
fortement impacté.

4.3.2. Matrice de covariance

En supposant que les paramètres1i varient de manière à ce que les observables; i ppq
varient linéairement avec lesG paramètres du modèle, ce qui est notre cas lorsque l'on se
place au voisinage du minimum de la fonction de mérite, on a :

; i ppq ) ; ' ;i # r ; i 'p#
& pp $ p ' q avec ; ' ;i " ; i pp ' q# (4.4)

En choisissant 2P # 1 points équidistants pp� L # . . . #p ' # . . . #pL q autour du minimum de la
fonction de mérite, on peut construire la matrice de covariance entre deux observables; i et
; j telle que :

covp; i #;j q "
1

2P # 1

L%

` �� L

4
p; `;i $ #; i !q p; `;j $ #; j !q

5
avec ; `;i " ; i pp`q# (4.5)

En linéarisant ; `;i comme dans l'équation (4.4), on obtient ainsi :

covp; i #;j q 1 - pfq
ij "

M%

�;� � #

B; i

B1�
- ppq

��
B; j

B1�
# (4.6)

où la matrice -̂ ppq correspond à la matrice de covariance des paramètres optimisés lors de
l'ajustement. Elle peut être dé�nie comme l'inverse de la matrice Hessienne ^, [31] :

- ppq
�� " p , � #q�� . (4.7)

L'erreur statistique correspond à la racine carrée de la variance, soit, pour les paramètres et
observables :

� 1i "
=

- ppq
ii # � ; i "

=
- pfq

ii . (4.8)

4.3.3. Matrice de corrélation

On peut construire les matrices de corrélations linéaires associées :

corp; i #;j q 1 ( pfq
ij "

- pfq
ij=

- pfq
ij - pfq

jj

# corp1i #1j q 1 ( ppq
ij "

- ppq
ij=

- ppq
ii - ppq

jj

. (4.9)

Chaque élément de cette matrice correspond à la valeur du coe�cient de corrélation de
Pearson entre les deux quantités concernées. Lorsque( ij 6 1, elles sont corrélées,i.e la
variation de l'une mènera à la variation de l'autre dans le même sens d'évolution. Si( ij 6 $ 1,
elles seront anti-corrélées, elles varieront simultanément dans les deux directions opposées.
En�n, si ( ij ) 0, elles ne sont pas corrélées.
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4.4. Modèle simpli�é d'ajustement des paramètres

Dans cette section, nous présentons un exemple d'ajustement des paramètres d'un modèle
mathématique simple a�n de mettre en évidence :

% l'in�uence du modèle sur la qualité de ses prédictions théoriques ;

% la di�érence entre les prédictions e�ectuées dans les domaines interne et externe ;

% la validité des barres d'erreur sur les paramètres ajustés ainsi que leur propagation sur
les prédictions e�ectuées ;

% l'importance cruciale du contenu de la fonction de mérite à minimiser.

4.4.1. Présentation du modèle

Nous ajustons des données expérimentales, générées à l'aide d'un polynôme < pxq du
second degré. Ces points, auxquels nous ajoutons un bruit aléatoire pour simuler diverses
indéterminations sur les mesures, sont donnés par :

<exppxq " < pxq # " ran* # (4.10a)

< pxq " 3 x " # - x # X # (4.10b)

" ran* " $" # (4.10c)

avec 3 " $ 0#5, - " 3#0, X " 1#0. " est une fonction qui génère aléatoirement des nombres
compris entre 0#5 et 0#5. Cette fonction est renormalisée par un facteur$ contrôlant la
dispersion que l'on veut donner aux données. Nous ajustons les paramètres de deux modèles
di�érents sur ces données :

% dans le premier cas, nous ajustons les paramètres d'un polynôme du 2n* degré. Le modèle
théorique est considéré comme exact ;

% dans le second cas, nous ajustons les paramètres d'un polynôme du 3eme degré. Le modèle
est cette fois approché.

4.4.2. Ajustement avec un modèle exact

À l'aide de <exp, nous générons 25 points expérimentaux pourx @r 0#2 : 5#0s. Nous choisis-
sons de contraindre les ajustements sur les 15 premiers, pris tous lesx " 0#2. Nous e�ectuons
4 ajustements pour 4 valeurs de dispersion$i �xées à $ " 0#001 ; 0#005 ; 0#01 ; 0#015. Le
polynôme servant à modéliser les données est de degré 2 :

; pxq " 3# x" # - # x # X# . (4.11)

Résultats

La dispersion, par rapport aux points théoriques, représentée par l'écart <exppxq $ < pxq,
a été choisie de manière à ce qu'elle soit, au maximum, de l'ordre de 10% de la valeur exacte
donnée par la fonction < pxq. Son in�uence sera d'autant plus importante que la pente de
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disp. .param. 31 � 31 - 1 � - 1 X1 � X1 J 2
0

$1 $ 0#497 0#006 2#990 0#020 1#010 0#014 0#0002

$2 $ 0#485 0#030 2#950 0#100 1#049 0#069 0#0069

$3 $ 0#471 0#060 2#900 0#200 1#097 0#139 0#0242

$4 $ 0#456 0#091 2#851 0#299 1#146 0#208 0#0544

TAB. 4.1 : Paramétrisations des fonctions; pxq ajustées pour quatre valeurs de bruit$i di�érentes.
Chaque paramètre est fourni avec sa barre d'erreur associée. Les valeurs des paramètres
ajustés, en tenant compte des incertitudes, sont compatibles avec les valeurs originales
3 " $ 0#5, - " 3#0 et X " 1#0. La valeur du minimum de la fonction de mérite J 2

0 est
donnée à titre indicatif.

la courbe de la fonction < pxq sera faible. Le tableau 4.1 résume les résultats des quatre
ajustements e�ectués, on constate que :

(a) toutes les valeurs obtenues pour3#, - # et X# sont compatibles avec les véritables valeurs :
3 " $ 0#5, - " 3#0 et X " 1#0 ;

(b) les barres d'erreur sur les paramètres augmentent logiquement avec la dispersion at-
tribuée aux données. Entre chaque série d'ajustements, il existe un facteur commun
multipliant toutes les barres d'erreur sur les paramètres.Il est de 5 pour passer de$# à
$" , de 2 pour passer de$" à $! puis de 1#5 ;

(c) Les paramètres de courbure3# et d'ordonnée à l'origine X# possèdent les plus grandes
barres d'erreur, ce qui peut s'expliquer par l'échantillon sélectionné pour l'ajustement
qui n'est pas optimisé pour contraindre fortement la courbure de cette fonction< pxq. En
prenant, par exemple, des points entrex " 2 et x " 4, nous pourrons fortement diminuer
cette indétermination sur 3. L'ordonnée à l'origine n'est pas contrainte directement par
la série de données, d'où sa relative indétermination.

Sur la partie gauche de laF IG . 4.1 sont représentés :< pxq, les points expérimentaux
calculés à l'aide de<exppxq et les résultats obtenus lors des quatre ajustements e�ectués
pour di�érentes valeurs de dispersion$i sur les points expérimentaux. Les zones en rouge
représentent les valeurs des intervalles de con�ance dé�nis par les barres d'erreur sur les
points calculés. On peut voir que :

(d) lorsque la dispersion est faible,$ / 0#005, les courbes de< pxq et ; pxq sont presque
confondues alors que ce n'est plus le cas, pour les deux panneaux inférieurs, avec une
dispersion plus importante, plus spéci�quement dans le domaine de prédictions externes ;

(e) Les barres d'erreur sur les points deviennent plus importantes à partir de x " 2#5. On se
rapproche du � bord � de la série de points interpolés. Puis, pour x ( 3#0, les points cal-
culés avec; pxqdeviennent des prédictions externes, les barres d'erreursseront d'autant
plus importantes que l'on s'éloignera du domaine de prédictions internes. On observe
évidemment la même chose pour#x/ 0 mais par souci de clarté de compréhension, nous
restreignons l'intervalle d'étude entre x " 0 et x " 5 ;

(f) L'ajustement avec un modèle exact est un cas trivial et l'on constate que les prédictions,
que ce soit dans les domaines interne et externe, sont compatibles avec les données
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disp. .param. 32 � 32 - 2 � - 2 X2 � X2 U2 � U2 J 2
0

$1 0#006 0#008 $ 0#524 0#040 3#026 0#057 0#999 0#022 0#0003

$2 0#028 0#042 $ 0#621 0#202 3#130 0#283 0#993 0#108 0#0063

$3 0#056 0#083 $ 0#742 0#404 3#260 0#565 0#986 0#216 0#0253

$4 0#085 0#125 $ 0#863 0#606 3#389 0#848 0#979 0#323 0#0570

TAB. 4.2 : Même table queT AB . 4.1 pour l'ajustement de Vpxq.

expérimentales existantes. Évidemment, si les données expérimentales sont mal connues,
les barres d'erreur deviennent importantes et les prédictions externes seront d'une faible
précision. Dans le cas où$ " 0#015, les barres d'erreur dans le domaine externe sont de
l'ordre de 20 à 25% de la valeur interpolée.

4.4.3. Ajustement avec un modèle approché

Nous réutilisons les 25 points expérimentaux pourx @r 0#2 : 5#0s générés dans la première
expérience. Les conditions sont identiques au cas n°1. La fonction dont les paramètres sont
ajustés est, cette fois, un polynôme de degré 3 :

Vpxq " 3 " x ! # - " x" # X" x # U" # (4.12)

Résultats

Ce cas d'étude est plus intéressant puisque la fonction employée pour modéliser les don-
nées expérimentales est une approximation du cas réel. Dansle tableau 4.2 sont résumés les
résultats des quatre ajustements e�ectués :

(a) comme dans le premier cas, toutes les valeurs obtenues pour paramètres sont compatibles
avec les valeurs des paramètres de< pxq. Le paramètre 3 " contrôlant le terme d'ordre 3
en x, absent dans la fonction initiale < pxq est compatible avec zéro ;

(b) les barres d'erreur sur les paramètres augmentent encore avec la dispersion attribuée
aux données. Elles sont supérieures à celles obtenues dans le cas où le cas n°1 ;

(c) Le paramètre du 3,me degré, 3 " , possède la plus grande barre d'erreur (�3 " ( 3 " ). On
véri�e donc bien qu'il n'est pas utile au modèle ;

(d) Lorsque la dispersion augmente, les barres d'erreur deviennent très importantes. Pour
le cas extrême où$ " 0#015, � - " ) 0#7- " . Quant à � X" et � U" , elles aussi sont élevées
et de l'ordre de 20 à 30% des valeurs des paramètres ajustés.

On peut remarquer sur la partie droite de la �gure 4.1 les choses suivantes :

(e) les barres d'erreur sur les observables sont beaucoup plus importantes avecVpxq (mo-
dèle approché) que pour; pxq (modèle exact). Même avec une faible dispersion ($ "
0.005), l'indétermination sur les prédictions en dehors du domaine où les données sont
contraintes devient très importante ;
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FIG. 4.1 : Représentation des données expérimentales à ajuster (croix noires) calculées à partir d'un
polynôme de degré 2,< pxq (ligne continue noire) et des résultats des ajustements pour
quatre di�érentes valeurs de dispersion des données$. ; pxq est un polynôme de degré 2
et Vpxq est un polynôme de degré 3. La zone colorée représente les barres d'erreur� *
en fonction de l'abscissex. L'ajustement est e�ectué sur les 15 premiers points<exp ; la
frontière entre les domaines interne et externe est donc située en x " 3#0.

(f) Pour les deux panneaux inférieurs,3 " prend une valeur non négligeable. Ainsi, le rôle
de la partie trilinéaire du polynôme prend de l'importance et les comportements asymp-
totiques des fonctionsVpxq et < pxq divergent ;

(g) Malgré cette divergence, les prédictions dans le domaine externe restent compatibles
avec les données réelles puisque la fonction< pxq est toujours comprise dans les barres
d'erreur du modèle. Cependant, la qualité des prédictions devient anecdotique et il est
inenvisageable de prédire des valeurs d'observables avec de telles barres d'erreur.

4.4.4. Conclusion

L'ajustement de polynômes n'est sûrement pas le moyen le plus réaliste qui soit pour
e�ectuer un parallèle avec l'ajustement des paramètres de l'interaction de Skyrme, mais l'en-
semble des résultats obtenus est aisé à interpréter. Dans cechapitre, nous avons introduit
quelques notions associées à l'analyse d'erreur. Parce quele modèle employé ne s'y prêtait
pas, nous n'avons pas étudié les matrices de corrélations entre les paramètres du modèle ou
encore celles entre les observables contraintes. Il est évident que toutes les données allaient
être très corrélées.
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D'après l'ensemble des résultats que l'on vient de passer enrevue, nous pouvons conclure
que :

% fournir des barres d'erreur statistiques sur les paramètres issus d'un ajustement n'est
qu'un premier pas vers une analyse approfondie de la validité des résultats donnés par
un modèle. Ces erreurs statistiques ne su�sent pas à quanti�er entièrement la précision
d'un modèle ;

% le choix des données à contraindre sera essentiel pour la robustesse du modèle dont
on souhaite construire une paramétrisation. Dans notre cas, le choix des 15 points
n'était volontairement pas le plus judicieux. Un meilleur échantillonnage (au voisinage
de l'extremum de la fonction) améliore sensiblement les résultats ;

% il faut également étudier les corrélations que les données peuvent avoir entre elles a�n
de ne pas intégrer plusieurs contraintes antagonistes dansle protocole ;

% Les barres d'erreur augmentent très rapidement dans le domaine de prédiction externe.

Ainsi, pour résumer, lorsque l'on ajuste les paramètres d'un modèle, il faudra garder en
mémoire les idées suivantes :

% La qualité des données contraintes dans l'ajustement n'estpas l'unique facteur à prendre
en compte. Il doit être mis sur un pied d'égalité avec la qualité de l'échantillonnage des
propriétés à reproduire. Il faut, dans la mesure du possible, que les données représentent
au mieux toute la phénoménologie du modèle et non pas juste unaspect particulier ;

% Dans le cas de modèles approximatifs, il faut bien se souvenir qu'il existe aussi des erreurs
systématiques que l'on ne pourra pas toujours déterminer. Les ingrédients choisis pour
la fonction de pénalité pourront en partie améliorer en partie ces erreurs. Le restant
de cette erreur systématique étant dû à la qualité du modèle physique en lui-même,
il faudra alors se pencher sur la physique sous-jacente pourréduire sensiblement cette
systématique (termes d'interactions supplémentaires, termes phénoménologiques. . . ).
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V
Propriétés de surface de l'interaction de
Skyrme

Résumé : Ce chapitre traite des propriétés de surface des interactions de Skyrme. Cette étude
est e�ectuée dans le cadre de la théorie de champ moyen Hartree-Fock, mais aussi à l'aide
d'une méthode semi-classique qui nous permettra d'aboutirà une expression analytique pour
l'estimation de l'énergie de surface de ces interactions pouvant contenir des termes tenseurs,
termes à 3 et 4 corps. Des corrélations linéaires importantes seront mises en évidence entre les
propriétés de �ssion des noyaux et les énergies de surface d'un large ensemble d'interactions
de Skyrme.
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5.1. Introduction

Lorsque l'on cherche à calculer le coe�cient de tension de surface as d'une force de
Skyrme, plusieurs possibilités s'o�rent à nous. Une première consiste à calculer un grand
nombre de masses de noyaux et ensuite à ajuster les paramètres utilisés dans le modèle de
la goutte liquide [3], décrit par l'équation (1.1). Une autre possibilité est de se placer dans
un milieu idéal semi-in�ni [110,111] et d'extraire as par le biais d'un calcul de champ moyen
HF [112,113] ou de méthodes semi-classiques [114].

5.1.1. La matière nucléaire semi-in�nie (SINM)

Le modèle de la matière nucléaire semi-in�nie (SINM) o�re des intérêts majeurs pour
l'étude des propriétés de surface d'une interaction e�ective. A�n d'isoler la contribution de la
surface à l'énergie, on coupe l'interaction coulombienne dans ce milieu. Contrairement à un
système �ni, le spectre en énergie y est continu (les e�ets decouches sont inexistants). Dans
la matière semi-in�nie symétrique (! " " ), nous aurons donc uniquement accès aux termes
de volume av et surfaceas du modèle de la goutte liquide.
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FIG. 5.1 : Représentation schématique tridimensionnelle de la matière nucléaire semi in�nie. Le pro�l
de densité4pEqreprésente la densité totale de nucléons dans le milieu. La densité tend vers
zéro pour lesE négatifs et tend vers la saturation pour lesE positifs.

La matière semi-in�nie correspond à une tranche de matière nucléaire in�nie limitée par
une surface. C'est, par conséquent, un milieu in�ni dans deux directions, x et C, où la densité
est constante. Il y a donc invariance par translation dans ces deux directions de l'espace.
Suivant la direction E, on a :

4pr q " 4pEq# (5.1)

avec comme conditions asymptotiques :

!
"#

"$

lim
zÑ!8

4pEq " 4sat #

lim
zÑ�8

4pEq " 0.
(5.2)
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5.1.2. Énergie de surface

Le coe�cient de tension de surface peut s'écrire [115] sous la forme suivante :

%" lim
S{V Ñ '

p) L $ ) refq.F # (5.3)

où ) L est l'énergie du système et) ref est une énergie de référence représentant la contribution
du volume. La limite est prise lorsque le rapportF. * tend vers zéro soit quand notre système
est in�niment grand. La matière nucléaire, composée de neutrons et protons, forme ainsi
un système à deux composantes qui rend la dé�nition de l'énergie de référence) ref non
univoque [115]. Les divers choix pour) ref mènent à des valeurs de%di�érentes pour de la
matière asymétrique vis-à-vis de l'isospin [116]. Dans ce chapitre, nous nous plaçons toujours
dans le cas où l'asymétrie proton-neutron est nulle (I =0). Il n'y a pas d'ambiguïté dans la
matière symétrique quant au choix de l'énergie de référence. Nous choisirons la dé�nition
utilisée par Wilets ou encore Côté [112, 117]. L'énergie totale par unité de surface d'une
tranche de matière de longueurP, centrée enE" 0 sera donnée par :

) L "
3 L

"

� L
"

dE) pEq# (5.4)

cette même énergie, sans la contribution de la surface, dé�nit alors l'énergie de référence par
unité d'aire :

) ref " av

3 L
"

� L
"

dE 4pEq. (5.5)

D'après l'equation (5.3), la tension de surface du milieu sera :

%" lim
L Ñ!8

3 L
"

� L
"

dE
4
) pEq $ av4pEq

5
. (5.6)

Ce dernier terme correspond à une énergie par unité de surface. Pour un noyau de masseA
et de rayon W" r ' A#{! , on dé�nit une énergie de surface par nucléons :

) s

A
" as A � #{ ! # (5.7a)

avec as " 4Lr "
' %"

-
36L
4"

sat

. #{!

% . (5.7b)
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5.2. Formalisme de Skyrme Hartree-Fock dans la matière
semi-in�nie

5.2.1. Équations de Hartree-Fock

Notre étude de la matière semi-in�nie est faite à l'approximation HF. Les équations HF
pour les nucléons d'espèce: s'expriment :

1

$ r &
~"

2' �
qpr q

r # %qpr q $ i W qpr q & pr 0 � q
2

+� pr q " , � +� pr q# (5.8)

où %q et W q sont respectivement les champs Hartree-Fock et spin-orbite dérivant de la
fonctionnelle. Étant données les symétries imposées au système, il est plus pratique d'utiliser
les coordonnées cylindriquesr =( r ,+,E) L'orientation du champ spin-orbite W est donnée par
celle du vecteur densité de spin-orbiteJ pr qqui est colinéaire à l'axeYE. Le terme spin-orbite
devient :

$ i W qpr q & pr 0 � q " ' qpEqpk K 0 � qz # (5.9)

avec k " p kK # kzq, l'impulsion des nucléons dans le milieu que l'on décomposeen une partie
transverse dans le planpx#Cqet une partie longitudinale suivant l'axe E. D'après (5.8), on a :

1
$

d
dE

~"

2' �
qpEq

d
dE

#
~" k"

K

2' �
qpEq

# %qpEq # ' qpEqpk K 0 � qz

2
+� pr q " , � +� pr q# (5.10)

Les solutions du système HF sont recherchées sous la forme :

+� pr q " +� k pr #:q "
"

2( � pE#kz#kK #:qJ � p̂kK qexppik K &r q# (5.11)

où le spineurJ � p̂kK q est un état propre de l'opérateur pk K 0 � qz :

pk K 0 � qzJ � p̂kK q " 6J � p̂kK q# (5.12)

L'opérateur peut avoir comme valeurs propres6 " , 1 et le spineur s'écrit :

J � p̂kK q "
=

#
"

(

) expp$ i
" Zkq

i6 exppi
" Zkq

*

+ . (5.13)

avecZk l'angle entre kK et l'axe Yx soit tan � #pky . kxq. L'equation (5.10) est unidimensionnelle
dans l'espace des positions. Les champs satisfont les conditions asymptotiques suivantes :

!
"#

"$

' �
qpEq 6 ' pour E6 $7 , (5.14a)

%qpEq 6 0 pour E6 $7 , (5.14b)

' qpEq 6 0 pour E6 ,7 . (5.14c)

À partir de maintenant et dans tout ce qui suit, l'indice d'is ospin : ne sera plus noté puisque
la matière est symétriqueI =0.
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5.2.2. Densités

Les états de particules individuelles[ sont complètement dé�nis par le nombre quantique
de spin6 et les impulsionsk appartenant à la demi-sphère de FermiD où kz ( 0 et de rayon
kF " p !

" L" 4satq#{! . Les sommations sur tous les états occupés[ sont donc en partie continues
et en partie discrètes :

%3

�

"
1

4L

%

�

3

D q

dk . (5.15)

L'intégrale sur la demi-sphère s'écrit :

3

D
dk "

3 kF

'
dkz

3 "
k "

F � k "
z

'
dkK kK

3 " �

'
dZk "

3L"

2
4sat

3 #

'
d\

3 p
#� l "

'
dt t

3 " �

'
dZk . (5.16)

où l'on a e�ectué le changement de variables suivant :

\ " kz. kF # t" kK . kF . (5.17)

En prenant en compte le changement de variables (5.17) et en prenant la limite locale
où r i " r j , dans ce système invariant par translation dans le planpx#Cq, on a :

4pr q 1 4pEq "
3
2

4sat
%

�

3 #

'
d\

3 p
#� l "

'
dt t '( � pEi #\kF #tkF q'" . (5.18)

De la même façon, on obtient facilement la densité cinétique> dont la dé�nition est don-
néeEQ. (2.9) :

>pEq "
3
2

4sat
%

�

3 #

'
d\

3 p
#� l "

'
dt t

&
t " k"

F ' ( � pEi #\kF #tkF q'" # ' ( � pEi #\kF #tkF q'"
'

. (5.19)

La détermination de la densité spin-orbite dans la matière nucléaire semi-in�nie est plus
délicate comme nous avons pu le voir dans la section 2.1.2 du chapitre II. Cette densité
s'exprimera alors :

J pEq " 0zpEqez # (5.20a)

avec 0zpEq " !
" 4sat

%

�

6
3 #

'
d\

3 p
#� l "

'
dt t " ' ( � pEi #\kF #tkF q'" . (5.20b)

5.2.3. Solutions des équations de Skyrme Hartree-Fock

Après avoir résolu itérativement le système d'équations HF(5.9), on obtient pour la
densité d'énergie totale du système :

) pEq " !
" 4sat

%

�

6
3 #

'
d\

3 p
#� l "

'
dt t ) � p\kF #tkF q'( � pEi #\kF #tkF q'" . (5.21)
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Il ne reste plus qu'à extraire la contribution de la surface àl'énergie totale du système à l'aide
de l'equation (5.3).

5.2.4. Extraction de l'énergie de surface

Les pro�ls de densité dans ce milieu semi-in�ni montrent desoscillations pseudo-périodiques
d'amplitude croissante, de la matière vers la surface. Cet e�et quantique se nomme oscilla-
tions de Friedel. On peut les voir sur la �gure 5.2. Elles sontdues aux interférences entre les
fonctions d'ondes des nucléons qui se propagent vers la matière et celles se propageant vers
le vide [118]. Leur amplitude dépend des propriétés de l'interaction.

Comme ces oscillations sont présentes jusqu'àE 6 #7 , la densité dans le milieu n'at-
teindra qu'asymptotiquement la valeur constante 4sat. Les calculs de l'énergie de surface,
basés sur l'hypothèse que) pL

" q ) av 4sat sont inexacts et dépendent de la taille de la boîte
choisie pour e�ectuer le calcul, comme on peut le constater sur la F IG . 5.3. Il devient alors
nécessaire de mettre en place une procédure de lissage sur l'extraction de l'énergie de surface.
Une méthode possible consiste à extraire la valeur asymptotique de celle-ci en e�ectuant une
moyenne dans la région où les oscillations sont de moindre importance [119] :

�as "
1

P. 2 $ E'

3 L {"

z#

dE
&

) pEq $ av4pEq
'

. (5.22)

Le point E' doit être su�samment éloigné de la surface, soit au minimum,à 4t où t correspond
à l'épaisseur de la surface, qui, en pratique, doit être de l'ordre de 2#5 fm. Ce calcul est ainsi
valable pour une demi-taille de boîte deP. 2 8 10 fm. Comme l'illustre la F IG . 5.3 la méthode
s'avère être très e�cace dans la matière symétrique.
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FIG. 5.2 : Pro�l de densité totale dans la matière nucléaire semi-in�nie (gauche). Agrandissement sur
les oscillations de Friedel (droite). Le calcul est e�ectué avec l'interaction SLy5 pour I " 0.
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5.3. Méthodes semi-classiques

5.3.1. Motivations

Il est connu que la hauteur des barrières de �ssion est reliéeà l'énergie de surface de
l'interaction nucléaire. Pour cette raison, mais aussi dans le but d'améliorer la procédure
d'ajustement des paramètres, il peut être utile d'inclure un calcul de barrière de �ssion pour
contraindre les propriétés de surface de la force. E�ectuerun calcul CHFB de barrière de
�ssion n'est pas envisageable dans une procédure d'ajustement, car le temps de calcul requis
est trop important : il est de quelques heures à quelques jours, selon les degrés de liberté de
déformations explorés.

Les méthodes semi-classiques utilisables avec EDF se basent sur un développement en
puissance de~ des densités de la fonctionnelle. L'intérêt majeur de ces techniques est que,
dans certains cas bien précis, contrairement aux calculs HF, les équations associées à la
minimisation de l'énergie sont solubles. Par conséquent, nous avons à notre disposition de
nouvelles expressions analytiques pour des observables uniquement accessibles par résolution
numérique dans le cas HF. Dans ce cas, le problème du temps d'exécution n'est plus signi�catif
et les formules dérivées de méthodes semi-classiques pourront être incluses dans une procédure
d'ajustement. Une telle stratégie a déjà été utilisée par Bartel et al. [54] pour détermination
de la paramétrisation de SkM� , première force de Skyrme donnant à la fois des barrières de
�ssions d'actinides réalistes et des propriétés du fondamental satisfaisantes pour les noyaux
stables.

5.3.2. Méthode de Thomas-Fermi étendue (ETF)

Transformation de Wigner-Kirkwood

À l'aide du développement semi-classique dérivé par Wigneret Kirkwood [120] appliqué
à la densité de Bloch, appellé transformation de Wigner-Kirkwood, on peut construire les
expressions des densités>23F p4qet J 23F p4qcomme des fonctions de la densité dans le modèle



66 | Propriétés de surface de l'interaction de Skyrme

de Thomas-Fermi étendu (ETF). La densité de Bloch est dé�niepar :

2 pr ##r " q "
%

i

+�
i pr " q+i pr #qe� �� i # (5.23)

où @i et +i sont les valeurs et états propres d'un Hamiltonien& donné. On obtient la matrice
densité à partir de (5.23) via une transformation de Laplace inverse :

4pr ##r " q " $
i

2L

3 c! i 8

c� i 8
d- - � # e�� 2 pr ##r " q. (5.24)

Le problème est simpli�é lorsque l'on utilise des forces de Skyrme puisque l'on prend la limite
locale pour les densités de la fonctionnelle (voirEQS. (2.9)). La transformation de Wigner-
Kirkwood s'exprime comme un développement de la densité de Bloch autour de sa valeur
obtenue dans le cadre de l'approximation de Thomas-Fermi (TF) notée ici 2 TF . Autrement
dit, 2 TF pr ##r " q correspond au propagateur d'une particule indépendante dans un potentiel
local * pr q et la transformation est notée :

2 pr ##r " q " 2 TF pr ##r " q+pr ##r " q# (5.25a)

2 TF pr ##r " q "
/ m

" � ~" �

0! { " e� �V " !" e
� m

" ~" �
r "

!" . (5.25b)

où " ij " #
" pr i # r j q correspond aux coordonnées du centre de masse etr ij " p r i $ r j q, les

coordonnées relatives. La fonction à déterminer+pr ##r " q est développée en puissance de~ :

+pr ##r " q " 1 #
%

m¡ '

~m J mpr ##r " q. (5.26)

Pour un potentiel local de type Skyrme vpr q, les fonctions J m contiennent les dérivées
d'ordre ] du potentiel * pr q [121].

Densités ETF

On applique la transformée (5.24) terme à terme sur la série en ~ pour obtenir des dévelop-
pements des densités locales de la fonctionnelle en gradients du potentiel central de Skyrme
%pr q, de la masse e�ective' � pr q et du potentiel spin-orbite W pr q :

423F p4q " 4' pr q # 4" pr q # 4$pr q #& & &# (5.27a)

>23F p4q " >' pr q # >" pr q # >$pr q #& & &# (5.27b)

J 23F p4q " J " pr q # J $pr q #& & &# (5.27c)

où les indices numériques indiquent l'ordre de développement en ~. L'ordre 0 redonne les
densités43F et >3F obtenues à l'aide du modèle de Thomas-Fermi (TF). On voit quele premier
ordre non nul pour le vecteur densité de spin-orbiteJ est l'ordre 2.
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À l'ordre 2 en ~, soit ETF2, on obtient les fonctionnelles suivantes :
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(5.28a)

J " pr q " $
-

2' �

~"

.
4W . (5.28b)

où ; 1 ; pr q correspond à la masse e�ective isoscalaire' � . ' pr q. Pour ETF4 (ordre 4) les
calculs deviennent fastidieux. Les expressions complètesdes fonctionnelles sont données par
Grammaticos et Voros [122].

Application - Calculs variationnels

En substituant dans la fonctionnelle de Skyrme les densitésusuelles par leurs versions
semi-classiques (5.27). La densité d'énergie s'écrira :

) Skp4#>#J q 6 ) Skp423F #>23F #J 23F q# (5.29)

et l'énergie ) 23F du système étudié (noyau ou matière nucléaire) :

) 23F r423F #>23F #J 23F s "
3

dr ) 23F "
3

dr ) cinp>23F q # ) Skp423F #>23F #J 23F q# (5.30)

avec ) cin la densité d'énergie cinétique. On recherche le minimum d'énergie du système en
appliquant un principe variationnel sur la densité d'énergie ) 23F . A�n de conserver nombre
de particules , la variation doit être contrainte à l'aide d' un multiplicateur de Lagrange 6.
Dans le cas d'un système avec! 4 " , on a deux multiplicateurs de Lagrange, un pour chaque
espèce de nucléons :

$
3

dr
&

) 23F p4q $ 64
'

" 0. (5.31)

À partir d'ici, pour plus de lisibilité, la densité d'énergi e semi-classique) 23F est simplement
notée ) . On obtient alors une équation d'Euler-Lagrange%a&:

B)
B4

$ r &
B)

Br 4
# �

B)
B� 4

" 6 . (5.32)

Le multiplicateur de Lagrange 6 correspond au potentiel chimique des nucléons dans la ma-
tière nucléaire lorsque4 tend vers 4sat. Dans ce cas, le potentiel chimique est égal à l'énergie
de liaison par nucléon puisque tous les termes en gradients sont nuls :

6 "
B)
B4

?
?
?
?
� � � sat

"
) p4satq

4sat
. (5.33)

!"#$ G& "61" 6& +\+2N4' .*6)/, 3"&+ /" 4"20N1' "+\4,210D6'
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Cette équation d'Euler est une équation di�érentielle du second ordre qui peut être réso-
lue numériquement dans le cas d'un calcul ETF. La densité semi-classique est paramétrisée
par une fonction de Fermi généralisée [114, 123]. La procédure de minimisation itérative est
simple :

(i) On calcule la densité semi-classique4 pour un jeu de paramètres donnés ;

(ii) On cherche les paramètres qui minimisent (5.30).

Une fois l'énergie minimisée, on peut extraire les valeurs de diverses observables : énergies de
surfaces, termes de surface-symétrie [123�128]. Dans un cas plus général où l'on e�ectue des
calculs ETF dans les noyaux, on accède aux masses, rayons, peaux de neutrons, barrières de
�ssions, etc.

Dans le contexte d'une approche semi-classique, les nucléons sont décrits par une densité
et non des fonctions d'ondes. Les phénomènes d'oscillations de Friedel sont inexistants à cause
de la forme analytique choisie pour la densité de nucléons. Pour ETF, elles sont parfaitement
lisses, monotones et croissantes du vide vers la matière comme on peut le voir F IG . 5.4.
L'extraction de l'énergie de surface n'est ainsi plus problématique comme dans le cas HF.
Néanmoins, l'inclusion d'une estimation semi-classique ETF de l'énergie de surface dans un
protocole de �t n'est pas avantageuse puisque la méthode estitérative à l'instar des calculs HF.
Il est plus attrayant de trouver un moyen d'extraire une formule analytique pour l'énergie de
notre système en rendant l'équation d'Euler-Lagrange (5.32) exactement soluble.

5.3.3. Méthode de Thomas-Fermi modi�ée (MTF)

Densités MTF

Un moyen simple pour rendre le calcul de l'énergie du systèmeanalytique consiste à
faire un développement tronqué à l'ordre 2 de la densité cinétique. La troncation se fait sur
les termes dépendant de la masse e�ective qui sont tout simplement pris égaux à zéro. On
ne parle donc plus de méthode de Thomas-Fermi étendue, mais de Thomas-Fermi modi�ée
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FIG. 5.4 : Pro�l de densité totale dans la matière nucléaire semi-in�nie (gauche). Agrandissement
sur la surface (droite). Le calcul est e�ectué avec l'interaction SLy5 pour I " 0 à l'approxi-
mation ETF4 et HF pour référence.
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(MTF) [114] :

443F p4q " 423F p4q 1 4 # (5.34a)

>43F p4q " 3 >3F # -
pr 4q"

4
# X� 4 # (5.34b)

J 43F p4q " J 23F p4q " $
-

2' �

~"

.
4W # (5.34c)

où les paramètres3, - et Xsont des paramètres ajustables que l'on pourra modi�er en fonction
des observables que l'on cherche à décrire à l'aide de cette approximation. En général, la
valeur 3 est identique à celle obtenue avec ETF soit3 " 1. De même, on garderaX " 1. 3.
C'est la valeur de - qui sera amenée à être modi�ée dans le but de renormaliser le poids du
seul terme en gradient restant dans (5.34b). Nous prendrons- " 1. 18 comme dans le travail
de Krivine et al. [129].

Plusieurs auteurs ont développé cette technique pour des forces de Skyrme standards,
incluant des termes d'interaction à 2 corps, une dépendanceen densité et un terme spin-orbite
[129]. Ils sont ainsi parvenus à dériver une formule pour l'expression de l'énergie de surface de
la matière semi-in�nie. Cette formule a ensuite été utilisée dans des processus d'ajustement
d'une force de Skyrme [129, 130] ou encore pour e�ectuer des estimations de l'énergie de
surface [131]. En�n, on peut remarquer une forte analogie entre ce type de développement
semi-classique avec des approches statistiques e�ectuéespar Wilets [117].

La nouveauté dans ce travail de thèse réside au niveau des forces de Skyrme employées.
On utilise des forces généralisées incluant une interaction à 3 corps avec gradients [23, 57]
et un 4 corps de contact [24]. La formule a également été dérivée dans le cas d'une force
tenseur [16].

Fonctionnelle de Skyrme MTF

Les densités ne dépendent que de la coordonnée spatialeE dans la matière semi-in�nie.
Le gradient d'une quelconque fonction scalaire; s'écrit en coordonnées cylindriques :

r ; "
B;
B4

e� #
1
4

B;
BS

e� #
B;
BE

ez (5.35)

soit pour notre système :

r ; "
B;
BE

ez (5.36)

On exprime la densité d'énergie MTF à l'aide des fonctions443F p4q, >43F p4q, et J 43F p4q :

) " hvp4q # hsp4q
-

B4
BE

. "

# (5.37)
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où l'on a séparé les contributions du volumehv et de la surfacehs à la densité d'énergie
totale :

hvp4q " 2 �
' 4" # B �

' 4! # D �
' 4$ # 3

~"

2'
; k "

F 4 # (5.38a)

hsp4q "
~"

2'
-
4

# N# V4# * sop4q4 # (5.38b)

N" (- $ X) 2 �
' $ 2 0 �

' # (5.38c)

V" (- $ 2X) B �
' # B r �

' . (5.38d)

Les nouveaux termes à 3 et 4 corps sont contenus à la fois dans les termes de volume et de
surface. Quant aux termes tenseurs, ils sont dans la fonction * sop4q, redé�nie par rapport à
celle donnée par Krivine [123] :

* sop4q " $
1
2

p2 r J
' q"

9 p4q
# (5.39a)

9 p4q "
~"

2'
; # 2 J

' 4 # B J
' 4" . (5.39b)

En développant (5.34c) pour le vecteur densité de spin-orbite, on obtient :

J 43F p4q "
2 r J

'

9 p4q
B4
BE

ez . (5.40)

Solution de l'équation d'Euler-Lagrange

L'équation d'Euler-Lagrange devient :

Bhv

B4
#

Bhs

B4

-
B4
BE

. "

$ 2
1

Bhs

BE
B4
BE

# hs
B" 4
BE"

2
" 6 # (5.41)

En la multipliant par B4.BE, on arrive sans peine à l'intégrer surE entre $7 et E :

3 z

�8
dE

&
Bhv

B4
B4
BE

#
Bhs

B4

-
B4
BE

. !

$ 2
1

Bhs

BE
B4
BE

# hs
B" 4
BE"

2
B4
BE

$ 6
B4
BE

'
" 0# (5.42)

soit

hvp4q $ hsp4q
-

B4
BE

. "

" 64 . (5.43)

On rappelle que6 " av . On peut remarquer qu'avec la technique MTF, la résolution analy-
tique ne dépend pas de la forme de la fonctionnelle employée.Cette dernière remarque est
valable tant que la matière nucléaire est symétrique. Avec une asymétrie de protons et de
neutrons, nous aurons deux équations d'Euler couplées dontles termes mixtes empêchent la
résolution analytique.
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Énergie de surface MTF

En utilisant la formule de Wilets (5.3), on extrait une expression analytique sous forme
intégrale pour l'énergie de surface de la fonctionnelle. :

%"
3 !8

�8
dE

&
) $ av4

'
#

"
3 !8

�8
dE

&
hvp4q $ hsp4q

-
B4
BE

. "

$ av4
'

. (5.44)

En utilisant l'equation (5.43) on obtient :

%" 2
3 !8

�8
dE

&
hsp4q

-
B4
BE

. " '
. (5.45)

La densité de nucléons est une fonction monotone et croissante de E, on eut faire un change-
ment de variable d'intégration et passer deE à 4pEq. En reprenant la dé�nition de l'énergie
de surface (5.7b) on a �nalement pour le coe�cient d'énergie de surface :

as " 8Lr "
'

3 � sat

'
d4

&
hsp4q

4
) . Ap4q $ ) . Ap4satq

5
' !

"

. (5.46)

Nous pouvons désormais estimer l'énergie de surface d'une interaction de Skyrme sans passer
par un calcul auto cohérent comme on le ferait avec une méthode HF ou ETF.

5.4. Résultats

5.4.1. Comparatifs MTF vs HF et ETF4

Méthode

Il est maintenant important de tester la �abilité de cette fo rmule de poche. Pour cela,
nous sélectionnons un large échantillon d'interactions deSkyrme possédant des structures
et propriétés bien distinctes et nous calculons de trois manières di�érentes leurs énergies de
surface. Nous utilisons :

% Un calcul HF exécuté sur le code de matière semi-in�nieSINM-HF [119] ;

% Un calcul ETF4 exécuté sur le codeSINM-ETF [132] ;

% La formule MTF donnée EQ. (5.46).

Les forces des Skyrme utilisées peuvent être séparées en quatre catégories en fonction de
leur structure :

(a) Les fonctionnelles : SIII [133], Ska [134], SkM [135], SkM* [136], T1-9 [137], SLy4, Sly6-
10 [138, 139], BSk1-10 [140, 141], f� , f' [142], LNS [143], SaMi [144], SLyIII.xx [145],
UNEDF0-1 [146] ;

(b) Les fonctionnelles dérivant d'un pseudo-potentiel : SLy5 [139], SLy5* [147] ; avec des
termes tenseurs : TI0 [16,148] ;
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(c) Les fonctionnelles dérivant d'un vrai potentiel avec un terme d'interaction à 3 corps de
contact : S3Ly [149] ;

(d) Les fonctionnelles dérivant d'un vrai potentiel avec des termes d'interaction à 3 corps
de contact et gradients jusqu'à l'ordre 2 et un 4 corps de contact : SLyMR0 [150] .

Fiabilité et avantages de la formule MTF

On peut voir F IG . 5.5 que les valeurs obtenues pour l'énergie de surface en fonction des
méthodes employées di�èrent en moyenne de 1 MeV. Les résultats ne sont pas les mêmes,
mais les écarts de valeurs entre les trois méthodes restent globalement constants. Les énergies
de surface calculées pour ETF4 sont données à titre de comparaison pour voir l'in�uence de la
troncation de termes d'ordre 4 ainsi que de ceux d'ordre 2 dépendant de la masse e�ective. Le
calcul MTF de l'énergie de surface nous donne en moyenne estimation de 0#3 MeV supérieure
à celle obtenue avec un calcul HF considéré comme référence.La barre d'erreur fournie
correspond à l'écart-type %HF � MT F de la série de mesures :

as;43F ) p as;5F # 0#3 MeV q , 0#2 MeV . (5.47)

On voit donc qu'avec ce large échantillon d'interactions, la di�érence entre les énergies
de surfaces HF et MTF reste en moyenne constante. N'étant pasune pseudo-observable bien
connue, il n'est pas utile d'estimeras avec une précision accrue. La barre d'erreur extraite par
la statistique EQ. (5.47) est largement compatible avec la barre d'erreur canonique estimée
pour l'énergie de surface. Cette formule de poche est, ainsi, parfaitement adaptée pour estimer
la valeur extraite d'un calcul HF.

En regardant avec plus d'attention la �gure 5.5, on remarqueque la di�érence entre HF et
MTF reste quasi-constante pour une série de forces issues d'une même procédure d'ajustement
commme : les forces SLy, f et TI0 . Dû au protocole de �t globalement commun%b&, ces
paramétrisations donnent toutes des énergies de surface très proches, à quelques centaines
de KeV près. Pour la famille BSk, on remarque deux groupes distincts : (i) BSk1-BSk5 et
BSk10 et (ii) BSk6-BSk9. Lorsque l'on regarde les propriétés de la matière in�nie de ces
di�érentes paramétrisations, on constate que la pseudo-observable qui varie le plus est la
masse e�ective isoscalaire' �

' . Le premier groupe observé est constitué de forces ayant une
masse e�ective comprise entre 0#92 et 1#04, le second, des masses toutes égales à 0#80. Les
autres pseudo-observables isoscalaires sont semblables pour les forces des deux groupes.

Pour con�rmer ces observations, on remarque un changement notoire des écarts HF et
MTF pour les forces SLyIII.xx qui sont des réajustements de SIII avec des masses e�ectives
allant de 0#7 à 1#0. Leurs autres propriétés ne varient que très peu. Nous constatons donc
exactement la même tendance que dans le cas des BSk : plus la masse e�ective est importante,
plus la di�érence HF/MTF diminue. Cependant, pour une masse e�ective donnée, les écarts
observés ne sont pas toujours les mêmes, par exemple avec lescouples BSk6 et SLyIII.0.8 ou
encore SLy4 et SLyIII.0.7. Leurs protocoles d'ajustement di�èrent beaucoup, mais il est aussi
possible que la dépendance en densité, di�érente pour chacun de ces couples, joue elle aussi
un rôle déterminant dans ces écarts observés.

!M#$ '(.')2,' 6&' .*&21"0&2' +61 /' 2'&+'61 )*61 /'+ ` 56 '2 3'+ .*&21"0&2'+ +61 /')70#%%#$/3'+ 4"++'+ 'a'.20L'+$
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FIG. 5.5 : Représentation graphique des énergies de surfaces pour un largeéchantillon de forces de
Skyrme. Elles sont calculées via trois di�érentes méthodes : HF, ETF4 et MTF. La partie
inférieure représente les di�érences HF/MTF sous forme d'histogramme, la ligne horizontale
pour � as= $ 0#3 MeV représente la moyenne des écarts sur les 48 paramétrisations, l'écart-
type %HF � MT F est coloré en gris clair.

5.4.2. Masse e�ective et renormalisation du développement MTF

A�n de con�rmer que la masse e�ective joue un rôle déterminant dans les résultats des
calculs MTF et, de ce fait, introduit un léger biais dans les prédictions de la formule, nous
e�ectuons une étude systématique avec les forces SV ajustées par Klüpfel et Reinhard [62].
Elles sont au total seize et ont la particularité d'être regroupées en quatre séries de quatre, à
l'intérieur desquelles une seule propriété de la matière in�nie varie à la fois : SV-K ( M8 varie),
SV-mas (' �

' ), SV-sym (0), SV-kap (5367 ). L'autre intérêt majeur de ces forces est que
parmi ces quatre séries, deux sondent les propriétés isoscalaire de la matière nucléaire semi-
in�nie, soit en pratique la constante de couplage2 0 �

' . Les deux autres sondent les propriétés
isovecteurs, soit2 0 �

# . Nous ne nous limiterons pas à montrer que la formule est dépendante
de la masse e�ective, nous étudierons aussi le rôle du paramètre - apparaissant dans (5.34b)
en tant que paramètre ajustable.
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On regroupe dans leT AB . 5.1 les propriétés des forces SV qui sont amenées à varier entre
les seize di�érentes paramétrisations. Pour information,nous donnerons les valeurs des deux
uniques constantes de couplage non nulles apparaissant dans le terme de surfacehs (5.38b).

8*1.' & 8 6 ' � { ' 7 v 8 8 �
# 8 �

#

Z[Eb<IX <IX E E E EYH-UT IU-YQ
Z[Eb<<H <<H E E E EYY-XQ IU-YQ
Z[Eb<UI <UI E E E EYU-HQ IU-YQ
Z[E4"+QW E E Q-W E EHX-<W YY-WQ
Z[E4"+QX E E Q-X E EHQ-XR T<-HQ
Z[E4"+IQ E E I-Q E EYQ-WI� Q-Q
Z[E+\4<X <TT <X E E EYT-RR IU-YQ
Z[E+\4T< E T< E E EYH-<< IU-YQ
Z[E+\4TU E TU E E EYW-QR IU-YQ
Z[Ec")QQ <TT E E Q-Q EYU-RR IU-YQ
Z[Ec")Q< <TT E E Q-< EYY-II IU-YQ
Z[Ec")QH <TT E E Q-H EYY-T< IU-YQ
Z[E40& <TU TQ Q-R Q-U EYY-<Q IU-YQ

TAB. 5.1: Propriétés de la matière in�-
nie qui varient dans les séries de
forces de Klüpfel et constantes
de couplages2 � �

0 , 2 �
0 . Les $

signi�ent que la valeur est iden-
tique à celle de SV-min corres-
pondant à la paramétrisation
optimale qui minimise le J 2

correspondant à leur protocole
d'ajustement.

� un paramètre ajustable

Quelques soient les cas, on constate sur lesF IG . 5.6 que le paramètre- contrôle la valeur de
l'écart en énergie � as. Cette première observation est tout à fait naturelle puisque - contrôle
le poids du terme en gradient dans le développement MTF de la densité cinétique. Autrement
dit, - s'avère être un coe�cient multiplicateur de tous les termes cinétiques dans l'énergie
totale du système. Dans le cas des forces SV, qui sont des forces de Skyrme standards d'après
les équations (5.38b) et (5.38c), il multiplie la constantede couplage2 �

' et un terme constant,
la masse nue~" . 2' . D'après le T AB . 5.1, on sait que2 �

' est inchangée pour toutes les SV
exceptées celles dont la masse e�ective varie. Pour SV-kap,SV-sym et SV-K, la modi�cation
de - ne joue que sur le premier terme de (5.38b). Pour ces trois cas, - in�uencera alors
la valeur de l'écart HF/MTF et, au sein d'un même sous-groupe, il n'y aura que quelques
petites variations dues aux réarrangements de la constantede couplage2 0 �

' qui ne varie pas
beaucoup pour ces douze fonctionnelles.

Dépendance en masse e�ective

Dans le cas des SV-mas,2 �
' varie de 0 à 55#7 MeV. Une modi�cation de - in�uencera

di�éremment l'estimation de l'énergie de surface. L'écart � as ne sera plus constant sur une
série . Pour - " 1. 18, l'augmentation de � as est approximativement de 0#5 MeV pour une
variation très importante de la masse e�ective ' � . ' comprise entre 0#7 et 1#0. Suite aux
observations avec les forces SLyIII.xx , BSk et maintenant SV-mas, on peut con�rmer que la
formule admet une légère dépendance en masse e�ective.
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FIG. 5.6 : Di�érences d'énergies de surface HF et MTF, � as= as;5F -as;43F en fonction de quatre
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SV. Les di�érences sont tracées en fonction de di�érentes valeurs de - .

5.4.3. Corrélations entre énergie de surface et barrières de �ssion

Beaucoup d'auteurs se sont intéressés au rôle majeur des propriétés de surface des interac-
tions de Skyrme sur les propriétés de déformation des noyaux[?]. Il a déjà été montré que la
hauteur des barrières de �ssion et la position des isomères déformés sont directement reliées
à l'énergie de surface de l'interaction utilisée [54].
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Mise en évidence des corrélations

Après avoir testé la �abilité de la formule de poche MTF qui nous permet d'estimer
l'énergie de surface d'une interaction de type Skyrme, nousallons mettre en évidence son
utilité potentielle dans une procédure d'ajustement.

Pour véri�er la corrélation qui existe entre la hauteur de la barrière de �ssion d'un noyau
lourd et l'énergie de surface d'une interaction, nous ajustons huit paramétrisations de forces de
Skyrme classiques, comprenant des termes à 2-corps, un terme avec une dépendance en densité
et un terme spin-orbite. Le protocole d'ajustement est le même que celui de la force SLy5 [14,
15] avec une contrainte supplémentaire sur l'énergie de surface de l'interaction, calculée à
l'aide de la formule de poche. Nous partons de la paramètrisation SLy5 que l'on réajuste
pour des valeurs d'énergie de surface MTF allant de 18#0 à 19#4 MeV. Les paramétrisations
et propriétés des huit forces obtenues, formant la série SLy5s, sont données dans l'annexe C.

Nous calculons les courbes d'énergie potentielle du"$' Pu suivant le paramètre de dé-
formation - " . Les résultats sont donnés sur laF IG . 5.7 pour les huit forces SLy5s1-SLy5s8.
Nous ne nous intéresserons pas aux propiétés de l'isomèreoblate (- ) $ 0#3) ni aux propriétés
pour des déformations au-delà de celles observées pour l'isomère super-déformé (- ) 0#9). On
observe que :

(i) pour des déformations inférieures à- " ) 2#2, plus l'énergie de surface de l'interaction
est faible plus l'énergie de liaison l'est également ;

(ii) pour toutes les interactions, l'isomère déformé est situé pour des paramètres- " quasi-
ment identiques mais possède des énergies totales variées (de l'ordre de 10 MeV) ;

(iii) pour l'isomère super-déformé, la valeur de la déformation - " di�ère un peu plus selon
l'interaction. La déformation de cet état augmente avec l'énergie de surface ;

(iv) pour une déformation �xée, l'écart entre les énergies données par une interaction et la
suivante est sensiblement le même sur toute la série d'interactions, preuve directe de la
corrélation qui existe entre les propriétés de �ssion/déformation et propriété de surface
d'une interaction.

La corrélation entre la hauteur de la première barrière de �ssion et l'énergie de surface
est frappante sur la F IG . 5.8 (gauche). En plus d'être très forte, la corrélation obtenue est
simplement linéaire alors que le domaine de variation de l'énergie de surface est important :
un changement de 1#4 MeV pour as mène à un déplacement de l'énergie de l'isomère de 10
MeV. En ajustant les données sur :

) bpasq " c# as # c" # (5.48)

on obtient :

c# " 0#74, 0.01# (5.49a)

c" " $ 6#29, 0.24. (5.49b)

On observe également sur laF IG . 5.8 (droite) une très forte corrélation entre l'énergie d'ex-
citation ) ex, correspondant à la di�érence d'énergie entre les deux isomères, et l'énergie de
surface de l'interaction. On ajuste encore une fois les données sur :

) expasq " c! as # c$ # (5.50)
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on obtient alors :

c! " 1#68 , 0.04# (5.51a)

c$ " $ 27#7 , 0.7. (5.51b)

5.5. Conclusion

L'avantage majeur de la formule MTF pour estimer l'énergie de surface réside dans sa
simplicité d'utilisation dans un code d'ajustement des paramètres puisqu'il s'agit de calculer
une intégrale simple. On a vu dans ce chapitre que cette approximation semi-classique donnait
des résultats �ables malgré une légère dépendance en masse e�ective. Nos estimations ne
nécéssitant pas une précision accrue, la formule est, par conséquent, pleinement utilisable.

En terme de temps d'exécution, le gain est extrêment important entre MTF et les mé-
thodes HF ou ETF. Si l'on prend comme référence le temps du calcul MTF, les rapports de
temps d'éxécution t i . tMTF sont de 101 pour ETF et 5.101 pour HF.

Nous utiliserons cette formule non pas pour contraindre l'énergie de surface de nos fu-
tures interactions mais pour un réajustement des propriétés de surfacea posteriori selon la
procédure suivante :

(a) Prendre la paramétrisation qui minimise la fonction de mérite dé�nie dans le chapitre III ;

(b) e�ectuer un calcul complet CHFB sur le "$' Pu en explorant toutes les déformations
triaxiales envisageables a�n d'en extraire ses propriétésde �ssion/déformation ;

(c) Comparer les barrières avec celles tabulées par Bjørnholm et Lynn [151] ;

(d) Réajuster l'énergie de surface a�n d'avoir des barrières plus réalistes ;

(e) Recommencer les étapes (b) à (d) jusqu'à convergence, soit quelques iterations.
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FIG. 5.7 : Évolution de l'énergie totale du 240Pu en fonction du paramètre de déformation- 2 pour
les huit forces SLy5s1-SLy5s8.
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Résumé : Ce chapitre porte sur l'étude des paramétrisations des nouvelles interactions de
Skyrme de type SLyMR obtenues à l'aide du protocole d'ajustement présenté dans le cha-
pitre III. Nous étudierons les propriétés de la matière nucléaire in�nie, semi-in�nie ainsi que
celles des noyaux. Les paramétrisations seront fournies avec des barres d'erreurs sur les para-
mètres, calculées à l'aide d'outils introduits dans le chapitre IV. Nous présenterons également
un ensemble de données statistiques associées à une analysede sensibilité sur ces paramètres.
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6.1. Introduction

Par dé�nition, la paramétrisation obtenue par une méthode des moindres carrés est op-
timale pour reproduire l'ensemble des observables contraintes par le protocole d'ajustement.
Nous présentons dans ce chapitre un ensemble de résultats obtenus dans la matière nucléaire
in�nie, semi-in�nie et dans les noyaux. Nous comparerons les résultats aux valeurs expérimen-
tales lorsqu'elles existent et à des calculs e�ectués avec des interactions de Skyrme standards
nous servant de références. Nous prendrons SLy5 [14] et SIII[13]. Cette dernière, à cause
de sa dépendance en densité égale à un, possède la même structure que les SLyMR dans
la matière in�nie symétrique (sans les termes en gradients). Les résultats discutés dans ce
manuscrit sont préliminaires et nous permettent de dresserun premier bilan des qualités et
défauts de la fonctionnelle de Skyrme avec termes 3 et 4 corps, inhérents aux choix e�ectués
pour le protocole d'ajustement. Nous présentons trois interactions : SLyMR1� , SLyMR1 et
SLyMR1!B illustrant comment l'analyse des résultats et l'analyse covariante permettent de
réajuster ou de modi�er le protocole d'ajustement a�n d'améliorer la qualité d'une interaction
et d'éliminer des paramètres faiblement pertinents.

A�n de comparer avec pertinence les observables prédites aux mesures expérimentales
ou calculs théoriques de référence, nous veillerons dans lamesure du possible, à donner les
résultats avec des barres d'erreurs statistiques estiméesà l'aide des outils présentés dans le
chapitre IV.

Détails sur les calculs numériques

Dans ce chapitre, les calculs dans la matière semi-in�nie sont e�ectués à l'aide du code
HF SINM [119]. Pour les noyaux, les calculs sont e�ectués avec le code Lenteur . Il per-
met d'e�ectuer des calculs unidimensionnels dans des noyaux sphériques. Les corrélations
d'appariement sont toujours prises en compte pour les calculs. Lorsque nous utilisons des
fonctionnelles non ajustées pour donner de l'appariement,une interaction du type ULB1 %a&

est utilisée. Dans ce cas, l'appariement est actif dans une fenêtre de, 5 MeV (avec une di�u-
sivité de 1 MeV) autour du niveau de Fermi dans le spectre HF équivalent. Cette interaction
prend la forme suivante :

* 5LB
�� pr q " * '

-
1 $

4p" q
4sat

.
$r ! r " (6.1)

où * ' = $ 1250 MeV.

6.2. Analyse covariante et étude de sensibilité

6.2.1. Paramétrisation SLyMR1 �

SLyMR1� est la paramétrisation qui minimise la fonction de mérite présentée dans le
chapitre III. Néanmoins, cette force est considérée comme une version intermédiaire, car

!"#$ 8$#2-()!0 9:&$5.(14-00-) $
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l'analyse qui suit a immédiatement révélé que quelques grosdéfauts de l'interaction pouvaient
être corrigés.

Le choix des 14 paramètres pour l'interaction de Skyrme n'est pas univoque. Évidemment,
les 14 paramètres du potentiel{ t i # xi # ui # Cij # = ' # vi &s'avèrent être le choix le plus naturel, mais
il n'est pas le plus pratique à manipuler dans une procédure d'ajustement. A priori , les valeurs
de ces constantes de couplages ne sont pas connues puisqu'elles n'ont pas de signi�cation
physique. Il sera alors plus pratique de choisir un ensemblede paramètres directement reliés
à des observables. Notre choix s'est porté sur un ensemble deparamètres mélangeant à la fois
des pseudo-observables de la matière nucléaire in�nie et des paramètres du potentiel :

&
4sat# ) . A# M8 # ' � . '# 0# #* pp!# x' # x## x" # C## C"# # C"" # = ' # v'

'
.

(6.2)

où #* pp! correspond à la valeur de l'élément de matrice d'appariement entre les états 1; 3{"
calculée dans le$' Ca [152].

Nous avons gardé dans cet ensemble les paramètres d'échanges x i , Ci qui, généralement,
sont de l'ordre de l'unité. Le paramètre du 4 corpsv' appartient aussi à cet ensemble a�n de
pouvoir être contraint directement lors de l'ajustement. Au cours de ce chapitre, lorsque nous
parlerons de paramétrisation, il s'agira soit de cette paramétrisation ajustée, soit de l'autre
qui est donnée en fonction des paramètres du potentiel de Skyrme. Pour les distinguer, nous
les nommerons respectivement : � paramétrisation ajustée �et � paramétrisation naturelle �.

Les paramètres ajustés et naturels sont respectivement rassemblés dans lesT AB . 6.1
et T AB . 6.2. En première constatation, les valeurs pour4sat, ) . A, 0 sont compatibles (barres
d'erreurs comprises) avec celles visées lors de l'ajustement, rassembléesT AB . 3.3. Concernant
l'élément de matrice d'appariement #* pp! , il n'est pas contraint dans l'ajustement. Il est uni-
quement utile pour nous informer sur l'intensité de l'appariement. Sa valeur optimale n'est
pas connue, on observe seulement qu'il y a de l'appariement dans les noyaux lorsqu'il est
de l'ordre de $ 3 MeV [152]. L'incompressibilité M8 , un peu élevée, reste compatible avec
l'intervalle de valeurs nominales. La masse e�ective est, quant à elle, beaucoup trop faible ce
qui risque de se répercuter sur les spectres de noyaux et sur l'appariement.

Concernant les paramètres naturels, il est important de signaler la très forte indétermina-
tion sur le paramètre du terme à 4 corpsv' , mais aussi, dans une moindre mesure, celles des
paramètres d'échangex ' et C#. Ce constat sur l'incertitude de v' nous conduit logiquement
à envisager des ajustements futurs sans ce terme. Les barresd'erreur sont du même ordre
de grandeur que celles obtenues lors du réajustement de SLy5e�ectué par Rocca-Maza et
al. [153] La constante de couplage du spin-orbite= ' semble un peu faible, la valeur canonique
se situe plutôt dans un intervalle compris entre 110 et 120 MeV fm1. Elle devrait même être
plus élevée car la masse e�ective est relativement faible.

6.2.2. Corrélations entre les paramètres de la force

Comme nous avons pu le voir dans le chapitre IV, en construisant la matrice Hessienne de
la fonction de mérite par rapport aux variations des paramètres ajustés, nous pouvons déduire
les matrices de covariance et de corrélation associées à ceux-ci. La covariance est dépendante
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&d )"1$ 6&02, pi V pi V pi {pi

I %sat ;'[ Q "IYUT Q"QQYQ Q"QT<
< + {: ;'[ � IH"IIXU Q"<<RH Q"QIU
T & 8 ;'[ <WR "II<Q H<"WIUI Q"<<Y
U ' � { ' Q"YYWT Q"QXT< Q"IUR
Y 6 ;'[ TT "HYUW U"THRW Q"ITQ
H h; pp i ;'[ � <"WYQX I"TTY< Q"UXY
W . # Q"IHRY Q"<<RQ I"TYI
X . ! Q"HYRX Q"<HXH Q"UQW
R . " � I "IYI< Q"QRRR Q"QXW
IQ - ! I "<RUI I"QITQ Q"WXT
II - "! � I "I<QI Q"QHTU Q"QYW
I< - "" � Q"QXIT Q"Q<I< Q"<HI
IT < # ;'[ 74 % RW"WWRH IX"TTWQ Q"IXX
IU =# ;'[ 74 9 � RTWI"IYXU TT<HH"YTXH T"YYQ

TAB. 6.1: Paramètres ajustés de
l'interaction SLyMR1 � .
Chaque paramètre 1i

est donné avec sa barre
d'erreur ainsi que son
erreur relative.

&d )"1$ 6&02, pi V pi V pi {pi

I ># ;'[ 74 $ � I<<R"WXXT RU"RYUY Q"QWW
< >! ;'[ 74 % XTX"WRWI <<T"<YUI Q"<HH
T >" ;'[ 74 % � ITTT"QTYY HQU"XWQY Q"UYU
U ?# ;'[ 74 ( UQIW"XIHR IUXY"XUIX Q"TWQ
Y ?! ;'[ 74 & � TX<Q"IRQU <<RT"WXXH Q"HQQ
H ?" ;'[ 74 & IUYWX"YQYQ YT<<"HTTH Q"THY
W . # Q"IHRY Q"<<RQ I"TYI
X . ! Q"HYRX Q"<HXH Q"UQW
R . " � I "IYI< Q"QRRR Q"QXW
IQ - ! I "<RUI I"QITQ Q"WXT
II - "! � I "I<QI Q"QHTU Q"QYW
I< - "" � Q"QXIT Q"Q<I< Q"<HI
IT < # ;'[ 74 % RW"WWRH IX"TTWQ Q"IXX
IU =# ;'[ 74 9 � RTWI"IYXU TT<HH"YTXH T"YYQ

TAB. 6.2: Paramètres naturels de
l'interaction SLyMR1 � .
Chaque paramètre 1i est
donné avec sa barre d'erreur
ainsi que son erreur relative.
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� sat E {A K 8 m � {m J hVpp i x# x ! x " y! y"! y"" W# v#

� sat #:'' 6':"$ 6':!! 6':'' ':'! 6':'# ':'" ':'! 6':#1 6':#' 6':#. 6':!! 6':'! ':'+
E {A #:'' 6':$! ':#. 6':$) ':#3 6':') 6':#$ 6':!# 6':"3 6':". 6':! " ':#3 ':#+
K 8 #:'' ':") 6':#) ':#! ':!+ ':!1 ':+" ':"" ':++ ':$3 6':1# ':'3
m � {m #:'' 6':#3 ':#) ':') ':#$ ':$! ':'+ ':!# 6':'$ 6':+# 6':#'
J #:'' 6':!! 6':1+ 6':!3 6':#+ ':!# 6':"+ ':"1 ':#! 6':!.
hVpp i #:'' ':'3 6':#" 6':$! 6':"1 6':!) ':!$ ':"' ':.)
x# #:'' ':.+ ':1! ':'! ':+$ 6':!. 6':") ':'+
x ! #:'' ':1$ ':$. ':+3 6':1# 6':!3 6':'+
x " #:'' ':"$ ':)3 6':## 6':+# 6':+'
y! #:'' ':!# 6':#. 6':#$ 6':"!
y"! #:'' 6':#+ 6':1. 6':1'
y"" #:'' ':'# ':"3
W# #:'' ':"+
v# #:''

TAB. 6.3 : Matrice de corrélations entre les paramètres ajustés de l'interaction SLyMR1 � .

de l'ordre de grandeur des variables étudiées alors qu'un coe�cient de corrélation ne l'est pas.
De ce fait, nous nous intéresserons uniquement à la matrice des corrélations des paramètres de
SLyMR1� . Il est important de souligner que l'obtention de la matrice Hessienne est délicate.
En e�et, elle implique le calcul de dérivées secondes numériques qui nécessitent beaucoup de
précautions a�n de garantir un résultat �able %b&.

La matrice des corrélations est donnée sous forme d'un tableau T AB . 6.3 et est également
représentée graphiquement sur laF IG . 6.1. Les limites entre faibles et fortes corrélations sont
relativement subjectives et peuvent di�érer selon les auteurs, mais également du problème
étudié. Nous choisirons :

% '( ij ' - 0#7 pour quali�er 1i et 1j de très fortement corrélés ;

% '( ij ' 5 0#1 pour quali�er 1i et 1j de faiblement corrélés.

On constate immédiatement sur laF IG . 6.1 que bon nombre des paramètres sont faiblement
ou moyennement corrélés entre eux. Ils ne sont donc pas totalement indépendants. Il y a aussi
trois paramètres très fortement corrélés entre eux :x ' et x# sont corrélés à 86% ;v' et #* pp!
à 89% ;C"# et x" à 97%.

Deux e�ets contradictoires pour l'appariement

La matrice de corrélation met en évidence deux contraintes ayant une in�uence contra-
dictoire sur l'appariement :

% Le coe�cient de corrélation entre la masse e�ective isoscalaire et l'incompressibilité est
de 0#29. M8 et ' � . ' évolueront dans le même sens, or, en cherchant à améliorer les
propriétés de la force, on veut augmenter la masse e�ective et abaisser la compressibilité ;

% Le coe�cient de corrélation entre la masse e�ective isoscalaire et #* pp! est de 0#19. Ce
qui montre que pour avoir plus d'appariement, soit diminuer la valeur de #* pp! , il faut
nécessairement diminuer la masse e�ective.

!M#$ FK0&2'1)*/"20*& 3' /" 7*&.20*& 3' 4,102' )1*)*+,' )"1 . '12"0&+ "62'61+ )'14'2 3' +K"a1"&.501 3'+ )1*E
M/N4'+ /0,+ "6( ."/.6/+ 3'+ 3,10L,'+$ ;"0+ 3"&+ .' ."+- '+2E* & +S1 D6' /'+ .*61M61'+ 3*&&,'+ )"1 /" 7*&.20*&
0&2'1)*/,' 3,.10L'&2 .*11'.2'4'&2 /' L*0+0&":' 36 40&0464 3S @" e
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FIG. 6.1 : Matrice de corrélations entre les paramètres ajustés de l'interaction SLyMR1 � .

Le signe de cette corrélation entre l'appariement et la masse e�ective est, sans doute, le
principal défaut de cette paramétrisation puisqu'il va à l' inverse de ce que l'on veut réaliser.
La masse e�ective est reliée à la densité d'états. Plus' � est élevée, plus la densité d'états l'est
aussi. L'appariement est important principalement pour les états au voisinage de la surface
de Fermi. Il devrait donc augmenter avec la masse e�ective etnon diminuer comme dans le
cas de SLyMR1� . Les deux e�ets cités sont contradictoires et permettent decomprendre en
partie : (i) pourquoi la masse e�ective est si faible pour SLyMR1� et (ii) pourquoi malgré
tous nos e�orts, nous n'avons pu nous résoudre à l'améliorersans détériorer signi�cativement
les propriétés d'appariement de l'interaction.

6.2.3. Analyse de sensibilité

En complément de l'analyse de corrélations entre les paramètres ajustés de la force, nous
avons e�ectué une analyse de sensibilité de l'interaction ou l'on sonde cette fois le rôle de ses
paramètres naturels. Le protocole employé est simple :

% SLyMR1� est l'interaction de référence ;

% on varie, de$ 1% à# 1%, par pas de 0#2%, la valeur d'un de ses 14 paramètres naturels ;

% a�n de faire des calculs d'observable dans une matière nucléaire in�nie à l'équilibre, on
détermine 4sat pour chacune des variations ;

% on calcule diverses observables dans la matière in�nie et dans les noyaux.

Cette méthode rustique permet de visualiser simplement quels sont les paramètres dominants
dans chaque observable étudiée. Il faut cependant noter qu'on ne sonde pas uniquement
l'in�uence du paramètre variable sur les observables dans la matière in�nie. La densité de
saturation est réajustée pour chaque variation des paramètres dont elle dépend :t ' , u' , v' ,
t#, t " , x" , u#, u" , C"# , C"" . À l'exception des modi�cations sur x ' , x#, C# et = ' , on observera
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FIG. 6.2 : Propagation d'une variation de 1% sur un paramètre naturel du potentiel dans sept pseudo-
observables de la matière nucléaire in�nie. Toutes les données sont en valeurs absolues. Seuls
les paramètres des termes directs sont étudiés. Le spin-orbite= ne contribuant à aucune
de ces observables n'est pas pris en compte.

en plus de la variation du paramètre, un changement dans la densité 4sat qui nous allons voir
pourra avoir des répercussions importantes. Il est aussi important de noter que les variations
sur les paramètres ajustés ou naturels ne sont pas équivalentes. Dans le premier cas, en
modi�ant par exemple v' avec) . A, M8 , . . . bloqués, on génère de forts réarrangements dans
les autres paramètres naturels de SLyMR1� . Dans le second cas, l'e�et inverse se produit.

Analyse de sensibilité - Matière nucléaire in�nie

On commence par e�ectuer une analyse de sensibilité sur les observables de la matière
in�nie. Notre choix s'est porté sur quatre propriétés isoscalaires : 4sat, ) . A, M8 et ' � . ' ;
deux pour la matière asymétrique :0, P ; et un point de l'équation d'état de la matière de
neutrons ) . An pris à 4sat. Les résultats sont regroupés sur les �gures 6.3 et 6.4. Les variations
relatives des observables :

� * i "
* i ppq $ * i pp ' q

* i pp ' q
# (6.3)

où p ' correspond à SLyMR1� , correspondent aux ordonnées des graphiques. Les abscisses
correspondent aux variations relatives sur les paramètres. L'indexation des paramètres est la
même que celle donnée dans leT AB . (6.2).

En prêtant attention aux ordres de grandeur des variations induites dans les observables,
on remarque de grandes disparités d'un paramètre à l'autre.Pour 1% de variation sur 1i , la
variation sur les observables va de 15% (C"# ), en passant par 10% (x" ), 5% (t ' ), jusqu'à 0#5%
seulement pourv' ou x ' . Ces résultats s'expliquent immédiatement avec les barresd'erreurs
sur ces paramètres. Plus un paramètre est mal dé�ni, moins les observables y seront sensibles.

On vient de voir sur les F IG . 6.3 et F IG . 6.4 que pour des modi�cations des paramètres
naturels comprises entre, 1%, les observables de la matière nucléaire in�nie varient quasi
linéairement en fonction des variations. On représente dans la F IG . 6.2 les variations, en
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FIG. 6.3 : Variations relatives de pseudo-observables de la matière nucléaire in�nie en fonction de
la variation relative des 14 paramètres naturels de la forcede Skyrme. Ces variations
relatives sont calculées par rapport aux valeurs des paramètres et observables obtenues
avec la paramétrisation initiale SLyMR1� : � * i " p * i $ * i; 0q.p* i; 0q. Les paramètres sont
indexés dans le même ordre que dans le tableauT AB . 6.2.
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FIG. 6.4 : Suite de la F IG . 6.3.
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valeurs absolues, sous forme d'histogramme, induites par une variation de 1% des paramètres
directs de l'interaction : t ' , t#, t " , u' , u#, u" , v' :

(f) t ' est le paramètre dominant dans l'ensemble des observables de la matière nucléaire
in�nie symétrique ;

(g) on retrouve la même hiérarchie dans les observables de lamatière in�nie symétrique
(exceptée' � . ' ), soit : t ' , t#, u' , u#, u" , t " puis v' . Cette tendance reste valable pour
la matière asymétrique avec#0 mais, le changement profond de structure entre0 et P,
induit par la disparition de la dépendance ent ' , modi�e cette hiérarchie ;

(h) concernant la masse e�ective, le résultat de cette étudeest plus intéressant. La modi�-
cation de la densité de saturation induite par les paramètres de contact t ' , u' ou, dans
une moindre mesure, parv' in�uence plus la valeur de ' � . ' p4satq qu'une modi�cation
de t#, t " , u# ou u" dont elle dépend explicitement ;

(i) dû à ce réarrangement de la densité de saturation, on voitapparaître une dépendance
en v' dans l'équation d'état de la matière de neutron alors que lestermes à 4 corps n'y
contribuent pas, en vertu du principe d'exclusion de Pauli.

Analyse de sensibilité - Noyaux

Pour l'étude des noyaux, nous avons choisi six quantités : deux associées à l'appariement :
#* pp! et � � p$$Caq; les énergies du fondamental du$' Ca et "'. Pb ainsi que leur rayon de
protons. Le protocole reste le même, les résultats sont synthétisés sur les �gures 6.5 et 6.6.
Nous pouvons remarquer les éléments suivants :

(a) les variations des observables sont légèrement plus faibles que dans la matière in�nie, à
l'exception du gap spectral � $$

� Ca. La hiérarchie des paramètres plus ou moins impor-
tants semble conservée ;

(b) les masses pour les deux noyaux choisis varient de manière quasiment identique. De
même pour les rayons ;

(c) le caractère fortement non linéaire de l'appariement semanifeste clairement à travers
la variation du gap spectral dans le calcium$$Ca. On remarque d'ailleurs que c'est la
quantité qui varie le plus dans la majorité des cas. Lorsque la variation est importante,
on voit clairement une partie où l'appariement est quasi nulpuis une autre partie où il
augmente violemment ;

(d) Le rôle du spin-orbite = ' est négligeable pour les masses et rayons, mais est nettement
plus important sur l'appariement puisqu'il in�uence direc tement les écarts des niveaux
d'énergie de particules individuelles ;

(e) encore une fois, nous pouvons conclure que le terme à 4-corps n'in�uence que très peu
les observables dans les noyaux.
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FIG. 6.5 : Variations relatives d'observables dans les noyaux en fonction de la variation relative des
14 paramètres naturels du potentiel de Skyrme. Ces variations relatives sont calculées par
rapport aux valeurs des paramètres et observables obtenues avec la paramétrisation initiale
SLyMR1.
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FIG. 6.6 : Suite de la F IG . 6.5.
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6.3. Construction de nouvelles paramétrisations

6.3.1. Les échecs de SLyMR1�

Les premiers calculs e�ectués avec SLyMR1� dans les noyaux ont montré qu'il était im-
pératif de revoir le protocole d'ajustement des paramètres.

Pro�ls de densité

Les pro�ls de densité des nucléons du"'. Pb obtenus avec SLyMR1� sont représentés sur le
panneau de gauche de laF IG . 6.7. Malgré la contrainte sur la densité de charge, donnée (3.40),
les densités de chaque espèce oscillent fortement dans le noyau. Ces oscillations sont de
moindre importance avec SLyMR0 et presque inexistantes pour SLy5. Au centre, la densité
isovectorielle est proche de zéro pour SLy5 alors qu'elle est de l'ordre de 0#25 fm� ! pour
SLyMR1. Sur le panneau de droite de laF IG . 6.7, on représente les pro�ls de densité de
charge dans le même noyau. Au c÷ur du noyau, pour une distanceradiale inférieure à 2 fm,
les densités de charge théoriques sont très éloignées des mesures. SLyMR1� donne le plus
mauvais résultat et montre encore une fois les oscillationsles plus marquées.
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FIG. 6.7 : Gauche : pro�ls de densité des neutrons et protons dans le208Pb. Droite : pro�ls de
densité de charge. Les croix noires correspondent aux données expérimentales.

Énergies des particules individuelles

La F IG . 6.8 montre les schémas de niveaux individuels des neutronset protons dans le$' Ca
et le "'. Pb. Alors que SLy5 di�ère du spectre expérimental, tout en respectant la hiérarchie
des niveaux, le spin de l'état fondamental prédit dans le!) Ca avec SLyMR1� n'est pas le bon.
Les états individuels ?#{" et N! { " sont échangés et quasiment dégénérés. Comme il a déjà été
mentionné dans la partie 6.2.1, le paramètre du spin-orbite= ' est un peu faible. De ce fait,
dans la couche 1N, les écarts entre le doubletN! { " et N1{" sont faibles au point que l'échange
entre N! { " et ?#{" s'e�ectue. De plus, la coucheN! { " est plus basse qu'attendu, ce qui explique
pourquoi SLyMR1� prédit un $' Ca trop lié. De la même manière, à cause dusplitting trop
faible, la couche; 3{" est trop haute, par conséquent le1+Ni est trop faiblement lié.
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Alors que le splitting N! { " -N1{" est trop faible dans le $' Ca, celui des états de neutrons
pour 1! { " et 1#{" dans le "'. Pb est un peu trop grand (F IG . 6.8). Envisager une contrainte
sur le splitting 1! { " -1#{" , comme cela est fait dans le protocole de SLy5 [14], aurait encore
réduit = ' et donc dégradé les résultats dans le$' Ca. On peut voir un agrandissement des
états individuels de neutrons du$' Ca et du "'. Pb sur la F IG . 6.9.
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FIG. 6.8 : Schémas de niveaux individuels des neutrons et protons dansle 40Ca et le 208Pb obtenus
avec SLyMR1� . Les spectres obtenus avec SLy5 et SLyMR0 ont été ajoutés pourinforma-
tion.

6.3.2. Amélioration du protocole d'ajustement

Le champ spin-orbite a des propriétés inhabituelles avec des splittings trop grands dans
le plomb 208 et trop faibles dans le calcium 40. On suspecte que les fortes oscillations des
pro�ls de densités de neutrons et de protons, observéesF IG . 6.7, ainsi qu'une masse e�ective
trop faible sont à l'origine de ces propriétés fortuites. Il est donc nécessaire d'ajouter une
contrainte au protocole d'ajustement.




















































































